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扬州 大 学 数学 系 $ A 


初等 数学 研究 历史 悠久 . 自从 算术 .几何 学 .代数 学 和 三 角 学 
诞生 以 来 ,人 们 一 直 不 断 地 用 自己 的 创造 性 工作 使 它们 的 内 容 日 
趋 丰富 和 发 展 .今日 数学 已 有 突飞猛进 发 展 ,面目 焕然 一 新 ,但 是 
初等 数学 研究 非但 没有 停滞 不 前 ,反而 比 以 往 更 加 活 牙 . 当今 世界 
各 国有 很 多 初等 数学 杂志 ,每 年 发 表 大 量 文 章 , 其 中 不 乏 研 究 佳 
作 . 美国 《数学 评论 ) 杂 志 报 导 评论 的 浩如烟海 的 世界 最 新 数学 研 
究 重 要 文献 中 ,也 包含 一 些 初等 数学 杂志 上 发 表 的 初等 数学 论文 . 

为 什么 在 现代 数学 新 观念 .新 方法 、 新 理论 层出不穷 的 今天 ， 
初等 数学 研究 仍然 是 一 片 兴旺 景象 呢 ? 

这 是 因为 ,任何 复杂 深奥 的 数学 新 理论 都 是 在 某 些 相 对 说 来 
比较 简单 和 比较 基本 的 旧 理 论 的 基础 上 发 展 起 来 的 ,在 旧 理 论 中 
可 以 找到 新 理论 的 生长 点 . 初等 数学 是 整个 数学 中 最 简单 最 基本 
最 贴近 生活 受 实践 考验 最 多 的 部 分 ,因而 在 初等 数学 中 集聚 了 很 
多 生长 点 , 随 着 数学 日 益 发 展 ,初等 数学 中 的 生长 点 也 日 见 增多 . 
MRK Se RS RAB ,迎风 伸展 万 和 干 枝 条 ,初等 数学 就 是 它 那 
苯 壮 树 和 临近 地 面 洋溢 泥土 芬芳 的 部 分 . 叶 附 于 枝 , 枝 出 于 于 , 树 
GA BK EK. 

例如 ,不 等 式 就 是 一 个 重要 的 生长 点 . 在 现代 数学 各 分 支 中 常 
需 处 理 涉 及 不 等 式 的 问题 ,解决 这 些 问题 固然 主要 依靠 现代 数学 
的 深刻 思想 和 有 关 的 特殊 定理 ,方法 .技巧 ,但 在 某 些 环节 上 往往 
也 需 借 助 适 当 的 初等 不 等 式 . 甚至 有 时 一 个 初等 不 等 式 不 是 首先 


1 


出 现在 初等 数学 文献 中 ,而 是 在 一 篇 艰深 的 数学 研究 论文 中 作为 
引 理 而 被 提出 和 证 明 . 通常 ,一 个 条 件 简洁 、 结 论 简明 的 初等 不 等 
式 ,往往 存在 被 推广 和 获得 进一步 应 用 的 可 能 性 . 推广 的 途径 多 种 
多 样 ,例如 可 借助 线性 空间 ,增高 维 数 、 考 虑 曲率 或 引进 拓扑 等 . 不 
等 式 的 条 件 和 结论 人 鳃 简洁 ,推广 和 应 用 的 可 能 性 愈 大 . 

几何 变换 是 又 一 个 重要 的 生长 点 .根据 德国 数学 家 菲 力克 
斯 。 克 菜 因 的 《 爱 尔 朗 根 岗 要》 的 观点 ,一 种 几何 学 就 是 研究 在 相 
应 变换 群 下 不 变 的 几何 性 质 的 理论 . 代数 学 中 的 凯 莱 定 理 则 断言 
任何 抽象 群 都 同 构 于 一 个 变换 群 . 在 初等 数学 中 ,几何 变换 可 用 来 
帮助 迅速 发 现 怎样 作 辅助 线 ; 在 现代 数学 中 ,几何 变换 则 可 在 大 段 
繁琐 演算 或 抽象 推理 之 前 帮助 猜测 可 能 的 结果 和 设计 合理 的 研究 
路 线 . 在 建筑 设计 、 机 械 制 造 和 狐 金 工艺 制作 中 ,几何 变换 又 被 用 
来 绘制 各 种 投影 图 .直观 图 和 展开 图 ,直接 为 生产 服务 . 

生长 点 往往 同时 又 是 渗透 的 窗口 . 初等 数学 可 以 从 这 里 往 现 
代数 学 方向 生长 ,现代 数学 可 以 从 这 里 向 中 小 学 教育 渗透 . 

例如 ,运算 律 是 一 个 生长 点 ,通过 它 可 从 初等 数学 中 的 数 系 引 
向 近世 代数 学 中 的 群 、 环 、 域 等 抽象 代数 结构 . 运算 律 又 是 一 个 渗 
透 窗 , 通 过 它 可 借助 “定义 新 运算 ”的 数学 竞赛 题 让 中 学 生 以 喜 闻 
乐 见方 式 领略 群 论 花絮 . 

又 如 ,通过 存在 性 问题 的 窗口 ,组 合 数学 中 的 抽 层 原则 渗透 到 
中 小 学 数学 竞赛 题 里 面 ,很 多 学 生 稍 经 训练 , 便 可 得 心 应 手 熟练 运 
用 . 
”通过 常规 数学 问题 解法 研究 和 教材 研究 同样 也 能 实现 渗透 
面积 法 证 几何 题 和 用 几何 变 斤 解答 证 明 题 都 是 这 方面 成 功 的 实 
例 . 这 两 种 方法 首先 在 现代 几何 学 研究 中 显露 威力 ,通过 挖掘 它们 
解答 初等 问题 的 潜力 ,逐步 发 展 成 初等 数学 中 的 解 题 锐利 武器 . 

在 研究 初等 数学 中 的 生长 点 和 渗透 窗 时 ,如 果 着 眼 于 探索 解 
法 的 思路 和 叙述 解法 的 过 程 ,从 方法 上 概括 共性 ,就 引导 到 数学 方 
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法 论 . 处 理 初等 数学 问题 .高 等 数学 问题 和 现代 数学 研究 问题 ,在 
技巧 上 大 不 相同 ,在 思维 方法 上 却 遵循 共同 的 基本 规律 . 除去 归纳 
与 演绎 、 分 析 法 与 综合 法 .直接 证 法 与 间接 证 法 这 样 一 些 对 数理 化 
生 自 然 科 学 不 同学 科普 遍 适 用 的 一 般 方法 而 外 ,要 能 总 结 出 数学 
特有 的 方法 ,需要 将 数学 的 不 同 部 分 互相 比较 , 取 其 共性 . 熟知 的 
“映射 一 关系 一 反 演 ”原则 (MRI 和 最 近 提出 的 一 组 常用 数学 思想 
方法 “抽象 、. 观察、 分解. 变化 . 通 近 ”(AODVA) ,都 是 通过 将 初等 
数学 与 现代 数学 对 照 而 概括 提炼 出 来 的 . 

考虑 初等 数学 问题 时 ,如 果 注 意 联 想 大 学 数学 课程 中 的 有 关 
知识 ,结果 也 能 发 现 初 等 数学 里 的 许多 生长 点 和 渗透 窗 : 这 种 联想 
可 帮助 我 们 对 初等 数学 获得 新 的 认识 ,将 初等 数学 教学 和 研究 水 
平 推 向 新 的 高 度 . 


正 整 数 集 上 的 和 uratowskl 问题 


南京 师范 大 学 数学 系 。 单 埋 


拓扑 学 中 有 一 个 著名 的 Kuratowski 问题 :对 任 一 点 集 4 ,由 
集 4 经 过 取 补 集 与 取 闭 包 的 运算 ,至 多 产生 14 TRT, 

例如 , 设 全 集 了 为 区 间 [1,5j, 集 

A= {[1,2] 中 的 有 理 点 } U [2,3) U (3,4] U {5}， 

HJA 表示 A 的 团 包 ,g (A) 表示 4 的 补 集 , 则 A 及 

f(A) = [1,4] U {5}, 

g(A) = {(1,2] 中 的 无 理 点 } U {3} U G,5), 

gf (A) = g(f(A)) = (4,5), 

fg(A) = [1,2] U {3} U [4,5], 

fgf (4) = [4,5], 

gjg(4) = (2,3) U 3,4), 

ghgaf(A) = [1,4), 

fgfg(A) = [2,4], 

fefg f(A) = [1,4], 

gfJgefge(A) = [1,2) U 4,5], 

gfgfgf (A) = (4,5], 

fgfgfg(A) = [1,2] U [4,5], 

gfgfefe(A) = (2,4). 
这 14 个 集 互 不 相同 ,而 再 进行 取 补 集 与 取 闭 包 的 运算 不 能 产生 新 
的 集 . 
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1960 Æ P. C. Hammer"! 将 上 述 问题 推广 至 更 一 般 的 集合 运 
算 . 在 论文 的 最 后 ,他 提出 一 个 未 解决 的 问题 ,这 个 问题 可 以 叙述 
成 如 下 形式 : 

设 入 为 全 体 自然 数 的 集合 ,对 任 一 集 A4ACN, 令 g(4)= 二 NN 一 
A,f(A) =< A>, XB <A> RR ABREERHR, WD 

<A>= {任意 多 个 A 中 元 素 ( 人 允许 相同 ) 相 乘 的 积 } 
(单独 一 个 元 素 也 算 作 积 , 所 以 <A >> A). 

ah 4 经 过 fig 的 多 次 复合 ,恰好 产生 14 个 不 同 的 集 ( 包 括 
4 本 喘 ), 则 4 称 为 天 SR. 

K 集 是 否 存 在 ? 

这 个 问题 ,在 已 有 文献 上 ,没有 见 到 解答 . 

1992 年 ,作者 在 香港 中 文大 学 访问 期 间 , FERRERS 
ge PF (K.P. Shum) 博士 设 宣 招 待 王 元 先生 和 我 , 席 间 谈 起 这 个 问 
题 , 仿 先生 很 兴奋 地 说 他 已 经 找到 集 的 例子 . 这 是 一 个 饶 有 趣 
味 的 数论 问题 ,我 回 到 宾馆 仔细 思考 ,也 找到 两 个 天 集 的 例子 . 次 
日 与 容 先 生 交 流 ,发现 所 找到 的 例子 互 不 相同 . 岭 先生 的 例子 是 

A = {5,2 X 37,752 X 57,2? X 3743 X 77,3? X 7°} C1) 
其 中 有 7 个 数 , 共 含 4 个 质 因 数 (2,3,5,7). 

我 的 例子 是 

A = {2,3°,2 X3,2X5,2X5:,2X3X5,2X3X 57} 

(2) 

5 

A = {2,2 X 3,2 X 5,2 X 3 X 5,3%}. (3) 
元 数 分 别 为 7 与 5, 而 质 因 数 的 个 数 均 为 3. 

下 面 证 明 (3) 确实 是 天 集 ((1),(2) 是 天 集 可 以 同样 证 明 ) ,证 
明 是 初等 .直接 的 ,与 鹤 嘉 评 [4] 完全 不 同 . 

将 f(A), g(A) f(A) 等 简 记 作 SeS 等 . 

首先 了 具有 性 质 


G) Æ AC BM f(A) S fB); 
(ii)7FC4) DA; 
GiD ACF CA)) = FCA). 
这 三 条 性 质 可 分 别称 为 单调 增 , 扩 大 ,大 . 
gz RAM 
Gv) GH AC B, 则 g(A) > g(B); 
(v)g(g(A)) =A. 
X REM Fl) BR Ay ER, HES 
显然 ,通常 集 的 补 集 与 闭 包 也 具有 这 些 性 质 . 
为 完整 起 见 , 我 们 证 明 任 一 集 4 经 过 fg 的 复合 ,至 多 产生 


14 个 不 同 的 集 . 先 建立 两 个 图 : 


Jg 


gfe gf 
分 别称 为 左 图 、 右 图 . 
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Hy B+ C#HRBDIC. 

左 图 中 的 偏 序 关系 建立 如 下 : 

Hehe BAD gfg. 

QA fDeleN) Bfr2fefef. 

(3) 易 知 gfg 是 单调 增 的 .因此 ,由 7 了 二 4 得 gj/gj 过 gjg, 从 
而 fgfgf > fgfg. 

(Defefefe = gfg(fefe) ele = efef. 

(5S)gfgfefg = efeSefe) i fefe. 

(6) 由 Sele) > efg A efefe S fe, Mii gfgfgfg 2 
gI deg) = gfg. | 

将 g 作用 于 左 图 ,就 产生 右 图 的 偏 序 关系 . 

在 左右 两 个 图 中 已 有 14 个 集 , 未 在 图 中 出 现 的 .由 复合 而 得 
的 、 接 下 去 的 两 个 集 应 当 是 fgfgfgf 与 fgfgfgfg. 但 我 们 有 

(Diglefef = fef. 

事实 上 ,由 右 图 

jegfgfgf = f(gfgsfef) Df eh = fef. 

由 左 图 ， 

Jel = fN D fgfef eN) = fefgfef. 

(QSelefeles = fefe. 

事实 上 ,由 (1)( 将 4 换 作 g(4))， | 

felelete = fefefefle) = Selle) = fefe. 

于 是 ,由 fie 复合 , 除 图 中 14 个 集 外 ,不 能 产生 其 它 的 集 . 


MTR 
A = {252 xX 352 X O92 xX 3 x 553°}, 
我 们 有 


gjg = {2,2 X 3,2X 5,2 X 3X5} #A. | 
因为 3& f/f, 所 以 3E€ gf,3,3:, BE fef,3,3,3 & fgfgf. 
而 3 E Sf FRA fgfef Af. 


2 X 3,2 X 5 4 fF 2 x 37,2 5 € gf, (2 X 3?) X 
X 5) E feof B2 X3 X5Y E fel Mitt x 3x5)’ & efef, 
但 (2 X 3X 5)? € fefe. 

2 x3? & fiele) = fefe, xE Ef, HAF 2? x = 
nn nlk 之 2), 则 人 至少 有 一 个 n: P3 的 大 指数 不 大 于 2 AG 
数 , 因 而 这 个 n;€ f, 从 而 n: & gf,2: X3 & fef,2? x 3 € gfgi. 

以 上 两 段 表 明 fefe 与 gfgf 不 可 比较 ,从 而 fgfg,gfgf， 
Selel efelele 这 四 个 集 两 两 不 等 . 

因为 2,22 ,2 E fgfg, 所 D2,2:,2,° & gfgfg;2,2’,2:, 
ee & fgfgfgs22 E gfefefe. Aim gefefefe:, fefe, 
gSef Sesel /都 是 无 穷 集 , 不 与 有 限 集 4 gfe 相等 

于 是 左 图 的 7 个 集 各 不 相同 . 它们 的 补 集 即 右 图 的 7 个 集 也 
各 不 相同 . 

左 图 的 任 一 集 决 不 可 能 等 于 右 图 的 集 . 如 果 这 种 情况 发 生 , 左 
图 的 最 大 集 了 包含 右 图 的 最 小 集 gS AETA. 

因此 ,由 4 经 fg 复合 恰 产 生 14 个 不 同 的 集 . 

显然 ,4 中 的 素数 2,3,5 可 换 为 任 三 个 不 同 的 素数 ,所 得 的 集 
仍 为 天 R. | 

(3) 是 元 数 最 小 的 天 集 , 而 且 其 中 各 数 所 含 的 不 同 素 因数 个 
数 也 最 少 , 这 一 点 不 难 证 明 ， 

Kuratowski 问题 还 有 其 它 的 推广 ,例如 

1. 设 上 为 区 间 [0,1] 中 的 实数 ,定义 

g(t) =1-—-t. 
显然 g RA ES CD g(g()) = t) 这 两 个 性 质 ,又 设 函 数 
f:L0,1] 一 [0,1] 满足 

Ci) 单调 增 ， 

Gift) St, 

GDI A) = f(t). 


则 sg 与 了 复合 ,至 多 产生 14 个 不 同 的 函数 (连同 函数 上 在 内 ). 

2. 设 平面 上 的 点 所 成 的 集 为 X. 对 于 任 两 个 点 (ai 50,), (a2, 
bs) ,约定 在 a, > a, 或 a, = ay H b: >b, 时 ， 

(aib) < (as ,6,). 

WR g BRP RAHM Ss X 一 六 ,满足 

Ci) 单调 增 ， 

GD 对 任 一 点 六) St, 

Gi) WE A t SCE) = fe). 
那么 由 /与 g 复合 ,至 多 产生 14 个 不 同 的 函数 . 

在 这 两 种 情况 中 , 均 可 举 出 恰好 产生 14 个 函数 的 例子 
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Apéry 数 的 同 余 性 质 


武汉 大 学 数学 系 FEA 


(一 ) 5] 言 


Apéry 序列 是 指 :4。 = 1,4 = 5; 
nA, — (34n? 一 51n? 十 27n 一 5)4， 十 (n — IYA, = 0. (1) 
这 个 序列 的 前 几 项 为 
A, = 1,4, = 5,4; = 73,4, = 1445,A, = 33001 As = 819005, 
A, = 21460825, A, = 584307365,A, = 16367912425, 
A, = 468690849005, Ai, = 13657436403073, 
A,, = 403676083788125, Ai, = 12073365010564729,-*. 


由 递 推 式 (1),Apery 还 推 得 
n 2 2 
4, = 2)|, " | (2) 


1980 年 ,S, Chowla.J. Cowles 和 M. Cowles 将 上 述 数 称 为 
Apery 数 , 并 讨论 了 它 的 许多 同 余 性 质 , 主 要 有 

定理 1 对 所 有 7 之 0,4, 为 奇数 . 

定理 2 对 所 有 素数 p,A, 二 5 (mod p’). 
他 们 还 提出 了 

MAIL 对 所 有 素数 户 之 5,4, 反 5 (mod $’). 

猜测 2 IRRA pA, =O (mod 5). 

猜测 1.2 早 在 1982 年 就 被 I Gessel! 所 解决 , 继 后 
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Y. Mimura’! F. Beukers! M. J. Coster’, P. T. Young- 均 有 
探讨 . BAO 曾 得 出 Apary 数 对 模 16 的 完善 结果 ,本 文中 ,我 们 将 
得 到 Apery 数 模 p 的 同 余 性 质 , 主 要 结果 有 

定理 3 对 所 有 素数 P 2 Z 5， 


= 5 — 7p’ E: Re (mod p‘). 


(二 ) 5] 理 


首先 ,我 们 要 在 剩余 类 中 引入 互 逆 概 念 ， 
TM Fp HHH. (a,p) = 1,a,b€ 2Z/p'Z H ab = 1(mod 


H) IPK by a 对 模 pt HE TEE a- 或 二 
易 知 ,上 述 定 义 中 和 者 a 确定 , 则 aw 也 了 唯一 确定 . 
引 理 1 中 ”对 所 有 素数 p 宇 5, 有 


el ] 
> zz = 0 (mod p). (3) 


k=) 


引 理 2° 对 所 有 素数 户 之 5, 有 


六 一 ] 


i) Wolstenholme 和 定理) > = 0 (mod p); (4) 
| k=] 
pi ] 
ii) >) y= (mod $°). (5) 
引 理 3 对 所 有 素数 pp 之 5, 有 
2p)\? <1. , 
i =4(1—2 5) Bp (mod p‘). (6) 
i=] 
nla ait etig 
= 2 | | 个 一 二 > 1 十 4 
证 明 s À ii tk 


1] 


r= Saas 33) a 7 +6)) Fa 


if fel 


(mod p), 


+ 
1 
之 ($ — iY (p — j) 


十 
i<j 
DEED ! (mod p) 
i<j | 一 od P}, 


=— 2; TÊ (mod $°), (8) 


2p) <1 1 1 1 
ra plait pet Dot D ai?" | 
1 


izj I iAjAl 


$—1l ] 
= [1 — Dy a | (mod p*), 


由 引 理 3 及 (8) 式 , 我 们 从 数量 上 进一步 肯定 了 A 
Gardiner!) 的 结果 . 
即 对 所 有 素数 p 之 5, 下 面 三 个 同 余 式 彼此 等 价 : 


了 2 


(A) j=? (mod pf), 


p—1 
B) jr = (mod $°), 
pt 
(C) Sir? = (mod p°). 


(=) 定理 3 的 证 明 


XIF k = 1,2, p — l, 有 
1/4) @=D=@ -+D _ = {lo -»/Tl 


方 | 和 ear 
a 
aiie 
=D t 4—1 = <p (mod $°), 
(2+4) oer/ -1 I] 1241] 


=] + DE =p (mod $°). 


i=] 


aie ieee 


=1+("7) 
+P (CH 


ae) eSis +25 4 
E p fay \ pL aT] | as P| 


DMs + (- ptt 


>? Fe) (1+ 302 +e) 
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L7 


[8] 
[9] 
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2 p—l 是 b—1 
— Zp i ll ,lvl 
=i +|] +e Get pR i 2P a 
2p 2 p—l ] p 
=1 二 | | +p [ge +2 $8 
p ? |k k 
2 p—l 
=1+| 7 +p’ 5 
k=] 
p—! —l 
1 | 
=5 —8 2, P + Dd, pe 
ta * k=] ps? 
pi ] 
= a 2 .一 4 
=5 — 7p 2 T (mod p‘) O 
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解 丢 番 图 方程 的 一 种 有 力 的 初等 方法 


哈尔滨 工业 大 学 数学 系 SHS 


(—) 


丢 看 图 方程 是 数论 的 一 个 古老 的 分 支 , 是 专门 研究 不 定 方程 
的 整数 解 . 正 整数 解 或 有 理 数 解 的 分 支 ,所 以 有 时 也 称 为 数论 中 的 
不 定 方程 . 古 希 腊 三 世纪 的 丢 番 图 (Diophantus ) 曾 研 究 过 许多 这 
方面 的 问题 (当然 都 是 非常 基本 的 ), 所 以 才 有 “于 番 图 方 
t£” (Diophantine Equations) 这 样 一 个 固定 的 数学 术语 . 

纵 观 对 丢 番 图 方程 的 研究 历史 ,历代 著名 的 数学 家 几乎 都 从 
事 过 这 方面 的 有 关 问题 的 研究 . 如 今 ,已 经 创造 了 许多 解 丢 番 图 
方程 的 方法 ,其 中 包括 贝克 (Baker) 创造 的 著名 的 “有 效 方法 ?1. 

在 数学 研究 过 程 中 ,初等 方法 (不 等 于 简单 方法 ) 常常 是 非常 
困难 的 . 例如 许多 问题 用 较为 深刻 的 方法 解决 了 ,人 们 便 希 望 有 
一 个 初等 的 解决 方法 . 众所周知 的 莫 德 尔 (Mordell) 的 一 个 未 解 
决 问题 便 是 如 此 .能 否 给 出 方程 z? 一 2y 一 一 1 仅 有 两 组 正 整数 
解 (z,y) = (1,1), (239,13) 的 一 个 初等 证 明 ? 

DAR (Pell) 方程 方法 中 便 是 解 丢 番 图 方程 的 一 种 有 力 的 初等 
方法 ,许多 著名 的 结果 都 可 以 由 佩 尔 方程 方法 导出 . 现在 ,这 种 方 
法 有 了 一 些 新 的 发 展 , 本 文 的 目 的 是 简略 介绍 一 下 佩 尔 方程 方法 
的 发 展 和 一 些 新 的 应 用 . 


FH | SC bas bE tte a. 


CZ) 


所 请 佩 尔 方 程 是 指 如 下 的 四 个 丢 番 图 方程 
xz’ — Dy =+ 1,27? 一 Dy’ = 4, 
其 中 D> 0 且 不 是 平方 数 . 1895 ERK (Stormer) 证 明了 
定理 1 Kray 是 正 整 数 ,满足 方程 x? 一 Dy = 1. 如 果 
yD Wa2+yVD 为 佩 尔 方程 w 一 De = 1 的 基本 解 . 这 里 
yl "DD 表示 yy 的 每 一 个 素 因 子 整 除 D. 
1967 年 魏 尔 克 (Walker) 推广 斯 汰 莫 的 结果 ,得 到 如 下 的 
定理 2” KAS 1S 1 是 给 定 的 正 整 数 ,(R,) =1,k 不 
是 平方 数 , 且 x,y 是 正 整 数 ,满足 方程 
kxf — lyf = 1, (1) 
则 有 如 下 的 结论 : 
D 当 工 | 时 , 则 有 
TVR 十 yVL =aVk +y,V0 
或 


Z 一 3。，zZiy3 l, A> t 3 = Z1， 


REG yn) 是 (1) 的 最 小 正 整数 解 ,* 是 一 个 正 整数 ; 
2) 当 y | "l 时 , 则 有 
rVk ysl =a,Vk +y,V1 


或 
y = 34953 ty, HIS = yf, 
这 里 (zi,y1) 是 (1) 的 最 小 正 整 数 解 ,s, 是 一 个 正 整数 . 
1988 年 本 文 作 者 与 吴 波 “ 统一 了 魏 尔 克 定 理 的 两 种 情形 ,一 
般 地 证 明了 
定理 3 设 &>1,!>0 是 给 定 的 正 整数 ,(&,2) = 1,A 不 是 
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FHM. A z,y 是 正 整 数 ,满足 方程 (1》, 则 在 z| ,或 y| “2 时 有 
kz? + ly? + QryJVhkl =e E, 
这 里 s ART Eu? 一 kiv = 1 的 基本 解 . 
后 来 ,本 文 作者 ” 进一步 推广 魏 尔 克 定 理 , 得 到 如 下 的 两 个 
定理 
定理 4 设 2 关 a 二 > 0,6 > 0,ab 不 是 平方 数 ,日 x,y 是 满足 
方程 
axt — by? = 2 (2) 
的 正 整 数 ,如 果 z+1"a, 或 y|*65, 则 有 
5 lar + by?) + zy Jab = ¢ R, 
这 里 e ARTY Eu? 一 aw = 1 的 基本 解 . 
定理 $ BH4xa>1,b>0,ab 不 是 平方 数 , 自 x,y 是 正 整 
数 , 满 足 方程 
ax’ — by’ = 4, (3) 
MAR z1 a, 或 yj "5, 则 除 (a,5,z,y) = (5,155.11) 外 有 
5 (ax? + by’) + zy Jab = 0 或 70, 
这 里 0 = z + vo Vab 是 佩 尔 方程 w 一 abv? = 4 的 基本 解 . 
定理 1 ~ 5 可 以 用 来 解 一 大 批 的 丢 番 图 方程 . 因此 利用 这 些 
结果 解 丢 番 图 方程 是 一 种 有 力 的 初等 工具 . 


(=) 


先 看 一 个 具体 的 例子 . 
例 1 证 明和 于 番 图 方程 y= x 一 xz; 十 1 的 全 部 整数 解 是 (x， 
y) = (0, 土 1),(1, 土 1),(2, 土 3) 和 (一 2, 十 5)， 
证 明 由 方程 y> =x 一 zx 十 1 整理 得 
y— rlz- ler =]. (4) 


除 z = 0,1 外 ,对 于 任意 整数 z 均 有 zx(z 一 1) > 0. 现 求 佩 尔 方 
wu 一 X(ZX 一 1)v 一 1 的 基本 解 w 十 voYXx(X 一 1). 令 v= 二 1， a 
= (2x — 1} + 3, HEBA r = 0,1. 所 以 , 除 z = 二 0,]1 外 ,有 vo 关 
1. 而 令 v==2,; 从 一 X(T 一 Dv 二 1 知 w = 二 |2zx 一 1|, 故 = 
[2x 一 1|,vo = 2. HK eee HD 知 |y| 十 le 
/x(x—1) = |2x — 1| + 2vVz(z 一 1), 即 有 
ly| = |2x — 1|,|z2| = 2, 

由 此 即 得 所 证 的 结论 . 

KEBATE y = x 一 zx? 十 1 的 全 部 整数 解 曾 是 较为 困难 
的 问题 ,而 用 本 文 的 方法 却 是 十 分 简单 的 . 概括 本 文 的 方法 为 ; 

1) 将 欲求 解 的 方程 化 成 佩 尔 方程 或 推广 的 佩 尔 方程 (1) ~ 
(3) 之 一 的 形状 ; 

2) 判断 是 否 满足 定理 1 ~ 5 的 条 件 . 如 不 满足 ,设法 化 成 满足 
定理 的 条 件 ; 

3) 利用 佩 尔 方程 的 基本 和解, 由 定理 的 结论 给 出 欲求 方程 的 
解 . 

注意 ,这 个 方法 的 第 一 步 是 将 欲求 解 的 方程 化 成 某 种 “形状 ”， 
妈 佩 尔 方程 中 的 D 可 以 含有 和 欲求 解 的 变 元 ;同样 ,方程 (1) ~ > 
中 的 ,La,6b 也 可 以 不 是 常数 . 例如 , 例 1 中 的 方程 化 成 佩 尔 方 
的 形状 (4)， EP D = 2c 一 1). 这样 做 所 以 是 正确 的 ， AMAO 
例 1 为 例 ) 在 求解 方程 (4) 时 ,可 以 假定 x,y 是 方程 (4) 的 任 一 组 
整数 解 , 从 而 万 (或 在 (1) ~ (3) 中 的 ,la,5) 是 给 定 的 ， 

例 2 1943 Fk tE (Ljunggren) 下 的 “个 着 名 结果 是 : 
EERDE 


E = yin > 3, de] >] (5) 
的 全 部 整数 解 是 2 一 4,z 一 7,y 一 士 20 和 7 一 5,z 一 3,y 一 土 11， 
证 明 ”在 2|n 时 方程 (5) 极 易 求解 中 ,所 以 以 下 设 2 In. 假设 
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rz,y,n( 其 中 当然 满足 e| > 1,26 >3) 是 方程 (5) 的 一 组 整数 
解 , 则 由 方程 (5》 可 整理 得 
(xi) 一 (一 1)y% = 1. (6) 
分 Z 二 1 和 zz 去 一 1 来 讨论 (因为 lzl| >). 在 z>1 时 ,由 定理 
3 知 ,(6) 给 出 
rlr, + a Dy +227 |y| Vra 1) =e Re, 
| (7) 
这 里 为 佩 尔 方程 一 zx(z 一 1)v = 1 的 基本 解 . 由 例 1 知 该 佩 
尔 方程 的 基本 解 是 se= (22 一 1) 十 2Vx(z 一 1), 故 由 (7) 式 易 推 
E n = 5,7X = 3,y =+ 11. 
Er<— 1,42, =—2>1,(6) 式 化 为 
(zi + Dy? ri(r T = 1, 
此 由 定理 3 知 
(Cr H Dy +22, 7)? +2[ylat V2z,(z, +1) =eRe’, 


Hp e= (27, +1) +2Va,(2, +1) 为 佩 尔 方程 w? 一 x (2, + 
lv’ =1 的 基本 解 . 易 知 ,此 种 情形 无 适合 x > 1,1 > 3 的 解 . 
例 3 证 明 丢 番 图 方程 
57 。77 一 3 一 2 (8) 
的 全 部 非 负 整 数 解 是 (z,yy,z) = (1,051), (1,2, 5). 


证 明 ”显然 (8) AE fh ET HE hz > 0,2 > OC ze = 


0, 模 3 知 (8) 不 成 立 ). 现在 ,对 (8) 取 模 5 知 z = 2z, +1, RK 3 
H r= 2z 十 1, 再 模 4 得 y= 二 2y,,H Pz, S07, 宇 0,z, 50. F 
是 可 写 (8) RHA 

5 (5% e 72) — 3(3%)? = 2. 
由 定理 4 知 , 上 式 给 出 

方 C5(55 + 74)? + 3(31)7) + 54 + 710 34 V15 = eae’, 
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i 
过 
F 
; 
it 
4 
9 
Ï 


(9) 
其 中 e AWARE w 一 150? = 1 的 基本 解 , 易 知 
E= 4 + 115, 
所 以 (9) 式 给 出 


5 5"! e 720 + 3717!) = 4,57 6 71° 32 =], (10) 


或 


5 (set e71 + 37t) = 4? + 36 4C./15)?,5% © Ph e 34 


= 3-47? + (v15), (11) 
由 (10) Az, = y =z, = 0, 有 即 得 到 (Zz,y,z) = 二 (1,0,1); 由 (11) 吻 
M2, = 0.9, = 1,2, 一 2, 故 得 (zyz) 一 (1,2,5). 这 就 证 明了 例 
3 中 的 结论 . 
例 4 证 明 丢 看 图 方程 
57 e 13 一 11 一 4 (12) 
的 全 部 非 负 整数 解 是 (zt,y,z) = (1,0,0),(3,0,2). 
证 明 对 (2) 取 模 4 得 1 一 3° = O(mod 4), 由 此 知 2|z, 再 
Ha 8 41 57t = 5(mod 8), BA x + y=1(mod 2). 设 2|z,2 ty, Ml 
对 (12) WOR 11 RE zx > 0) 得 


_{4\_ (57%+13y\_ (13\_ 
=$] 11 = (3) L, 


FA- 所 以 此 时 推出 z = 0, 从 而 z= 1,y = 0, 这 不 符合 2jz,2 by 
的 条 件 . 这 样 ,我们 就 可 以 假设 方程 (12) 的 非 负 整数 解 满足 2 |z， 
21y,2|z. 令 工 二 271 十 1yy = 2y z = 2z1, 这 里 Xz) 之 0,y) 之 0， 
zı 之 0, 则 方程 (12) BH 

5(52。1325) — (117)° = 4. (13) 
WÈ z = 0, 则 显然 有 zi = y = 0, BTA (zy yz) = (1,0,0). Mik 
z > 0, 改 写 (13) 式 为 

5(5。132 六 一 121 + (1)? = 4. (14) 
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由 于 佩 尔 方程 好 一 5.121v2 = 4 的 基本 解 f= 123 十 5v605, 故 
由 定理 5 知 , (14) 给 出 
z [56% e 13%)? 412101127)? ] +5% + 13% - 1147 V605 =Q 


或 is, 
HRR A EM RB (9121) = 1,051) EER AE AEA) 的 解 
(zr,y,z) = (3,0,2). 这 就 证 明 方 程 (12) 仅 有 非 负 整数 解 (z,y,z) 
= (1,0,0),(3,0,2). 
在 这 个 例子 中 ,方程 (13) 不 满足 定理 5 的 条 件 , 但 经 过 讨论 ， 
将 (13) 化 成 (14) 的 形式 , 则 符合 定理 5 的 条 件 了 . 事实 上 ,利用 这 
种 方法 可 以 求解 一 般 的 指数 丢 希 图 方程 
pb — gi“gi =d € {1,2,4}, (15) 
KP pC = lee) Ala =1e ORAM AR. 例如 , 根 
据 定 理 1 ~ 5 HE zx; A y; 的 奇偶 性 ,可 以 在 机 器 上 给 出 解 方 程 
(15) 的 一 般 算 法 和 框图 . 
同样 ,这 种 方法 正如 例 2 中 证 明永 格 伦 的 一 个 著名 结果 一 样 ， 
还 可 以 用 来 求解 某 些 形 如 
by’ = f(z) 
的 委 番 图 方程 ,例如 ,[8]7(Cz) = SE gg. 
还 有 其 他 的 一 些 应 用 ,这 里 不 再 介绍 了 . 
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Kaprekar 映射 周期 轨 的 衍生 性 


中 国 科学 院 武 汉 数 理 所 TRA 
TRA RAMA DAK DAA RF 
宁波 市 水 泥 公 司 筹 建 处 mě 


任 取 一 个 各 位 数字 不 全 相同 的 三 位 数 ”把 它 的 各 位 数字 按 
从 大 到 小 (从 小 到 大 ) 排列 ,所 得 数 记 为 Din) (CD (n)). S k(n) = 
Din) 一 D'(n) ,对 所 得 结果 重复 上 述 “ 重 排 求 差 ?> 过程, 最 后 都 收 
敛 到 495. 同样 地 ,从 一 个 各 位 数字 不 全 相同 的 四 位 数 开 始 , 用 上 
ih BR AY HE, VAa 6174. 这 种 “ 重 排 求 差 ” 变 换 最 早 由 
Kaprekar 作 过 系统 的 研究 ,因此 , 称 上 述 数 字 映 射 为 Kaprekar 映 
射 , 简 记 为 ,用 k RI k Wn KER An) = kh 'R(m)) a > 
1)). 

各 位 数字 不 全 相同 的 m 位 数 全 体 所 组 成 的 集合 , 记 为 Na 

定义 1 ne nN, MRTA tE N, klan) = n,k (n) <n 
<s <n), nH kWt 一 ARA, {G2)jn = 0,1,1, — 1} HR 
的 1 一 周期 轨 , 当 t= 二 1 时 ,k(n) = n,n 为 上 的 不 动 点 . 

设 p(k) 为 的 所 有 周期 点 的 集合 ,p(k,) 表示 & 在 Nu。 中 周期 
PLY RL p(k) 表示 & 在 No 中 上 一 周期 轨 的 条 数 .& 的 周期 轨 曾 
作为 “黑洞 ”而 进行 过 广泛 的 研究 ,本 文 定义 了 插入 运算 “x*”, 讨 
论 & 在 入 .中 周期 轨 的 入 生性 ,对 pk) 的 下 界 进行 了 估计 . 由 此 
得 出 ;m FESPA PCR) ~ pakn) ~ ms 等 结果 . 

本 文 分 四 部 分 : (一) 一些 已 有 结果 ; (二) 搬入 运算 “x ”; (三 ) 
衍生 定理 与 pkn) 的 估计 ; (四) 讨论 . 

在 文 后 的 附录 中 ,给 出 了 m 夺 20 时 在 入 ;中 的 所 有 周期 轨 . 
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(一 ) 一 些 已 有 缩 果 


TE ananta, = Dn) —D'(n),n E Na Dn) =dndn-'d, 
HCL 2 | 知 诸 ai 满足 下 面 的 (1 ) CI ). 


( I Ja; + am = 95a, = az 5 t = am- = 93 


(I Jan + a, = 10,a; + Om 41 —i = 9 ,1 = 2,***,k — Í, k <S] 


Ap F amy- = Bary = °° = Am- = 9; 
H a; = d; — dnt =M, em — k+?2?, 
ampik = dmy- — A — 1s 
由 此 可 得 


引 理 1 ca。 al E RCN,,), Til] 
l). a,@,_,°°°@, MECI) RCT). 
2). FETE L > 1 TB an 2 e SS aiai Cy ya 之 之 ar， 
引 理 ” (Laguerre) {$ aaz，…ax 为 下 个 互 质 的 正 整数 ,以 
S, 表 方 程 cizi +a 十 … 十 arzi 二 的 非 负 整数 解 组 的 个 数 , 则 


Sa 1 
lim nl (k — l)la a: | 
下 面 给 出 天 的 一 些 特殊 的 周期 轨 ( 点 ), 它们 在 第 (三 ) 部 分 中 
将 起 决定 性 作用 . 


1. {495}. {6174}. {97508421}. {864197532} AR BASIS. 
2. {53955,59994}, {8733209876622 , 9665429654331}, 
{8764421997755322 ,8765431997654322} 为 的 2 一 周期 轨 . 
3. {64308654,83208762,86526432) 为 上 的 3 一 周期 轨 . 
4. A = {86420987532}, 
Ais = {8654209875432,8764209875322}， 
Ais = {876542098754322 ,885432098765412}, 
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Aj; = {88754320987654212) ,#77 E€ A =A; UA, UA); UA 
WW (k Cn) |i = 0,1,2,3,4} HRB 5S — 周期 轨 . 

5. (420876 ,851742, 750843 , 840852 ,860832.862632,642654} 
为 & 的 7 一 周期 轨 ， 


(二 ) 插入 运算 “x” 


众所周知 ,6174 是 在 入 ,中 的 不 动 点 ,日 631764 为 在 N。 中 
的 不 动 点 ,63317664 为 有 在 Ni 中 的 不 动 点 …… ;这 表明 在 入 ,中 
HY EE Fe] BAS By h k ZEN, Gn’ < m) 的 周期 轨 通 过 插入 一 些 数 而 
得 到 . 为 了 行文 方便 ,引入 插入 运算 “x ”如 下 
设 a Ca = N, Am > eee D Aiad; <La] sai ` eee © ys 
bibrah, E Nis by Dee bb; <b; 456; a Dee Sh. 
Bd inset j—p = D(a,,*+a;byb,) ， 
dis ,-3°d, = D(a azb; b). 


定义 2 

人 D(an ai ) Dar azD a, k = ŽŽ, 
Amam", * b*e bi -一 

CEI1d te 2 dia k 之 3. 


一 一 - 父 _、 


TD 712 * 10 一 7I2 兴 My X My KX "Tl0, 


n, |” m * ni M, mMm 关 720 
mx n| = |m*nz| , |m]| *n = |m x ns|, 

ns mMm * n, m3 ms * ng 

Mı My ” mM, x ni 

Mj 关 |n] = |m, * nz]. 

M3 Ns m3 * n3 


例 1 6174 x36 = D(613)D(76)4 = 631764, 
495 * 594 = D(45)D(994)5 = 549945, 
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64308654 54)? (655430865444 
83208762| x |18| = |832110888762 
(86526432 72 877652643222 | 
nEN, k(n) =cut,» BEN x 36,1% Din * 36) 一 C pad， 
6d, odi4,3d)-d,, Mi Bm+1=—l+k, Hd, >da Wl: EER 
41,3 A 6,6 Al 3 IER FART FF A 6 3 AT 6 BRE LZ) , WU kC x 36) 
= D(n * 36) — D' (n x 36) 
= dd, 6d,_ 0d), 3dred, — d,--d)3d,,.,--d,_6d,-d,, 
= C4°°°Cp3Cp_1°*°C1 4 6C;"°C, == k(n) x 36. 


定义 3 FEN, DE) = bb, Wl EG) = epe, 


其 中 
TE — b;, É Onti: p b; > 0, 
9 十 Om) ~i — bis # Dini 一 b; < 0. 
引 理 2 1.b € {36,90,594,751842,864297531}, 
则 EC) = b. 
2. E18) = 72,E(72) = 54,E(54) = 18. 
证 明 ”下 接 根据 定义 验证 即 可 . a 


定义 4 85 对 7 是 可 搬 的 ,如 果 &(Cz b) = k(n) x EC). 

例 2 由 于 RC6174 x 36) = 631764 = k(6174) x E(36), Kin 
36 对 6174 是 可 插 的 ,可 见 不 动 点 6174 插 入 36 后 仍 为 不 动 点 ;又 注 
意 到 &(97508421 * 72) = 9755084421 = (97508421) x E(72) 知 
72 对 97508421 是 可 插 的 ,于 是 不 动 点 97508421 插入 72 后 , 变 为 
3 — 周期 点 , 相应 的 周期 轨 为 {97508421 x 72,97508421 x 54, 
97508421 * 18}. 显然 ,把 72 换 成 18、54 有 同样 结论 . 

ESS n€ Nn, DO) = d,…di,(d,,1_1,d,) 称 为 n 的 转折 
元 ,在 t 是 使 Amti-i — A; > 0 成 立 的 最 大 l. 

5| 理 3 在 求 差 过 程 D(n) 一 D'(n) (nE No 中 必 扫 上 时 又 
一 dmi Fe fa Lt > t WF d; — damri A Ha fa fi. 
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证 明 简 单 ,上 略 . [J 

引 理 4 DO) = beeb blin E Nn HR © FEA Ja ek 
Din * b) — D' (nx6) P, (Gigi) (i = 1,2,…,k) 刚好 相对 且 
n xb 的 转折 元 仍 在 x 中. 

证 明 “二 ”显然 成 立 . 

“a” A Din) = darvrdysk(n) = Cmi Eb) = erte, 
(dingi-1sd.) 为 转折 元 ,应 用 引 理 3 有 

Din x b) = dar by bied, 2 by bped, 
— D' (n * b) =d e bpe by! dpe bire beed, 


Cott? e epe Ct e e e C 
由 定义 2. 引 理 1 知 k(nx5) = k(n)» E) 知 5 对 可 插 ， CF 
引 理 $ Æ b.b: 分 别 对 可 插 , 则 6 XI nxb ALAR. 
证 明 HFb b: HIX} n ai, MAT nx b x b 的 转折 元 仍 在 
nth, 7E Ze Din x b6,%*6,) 一 D' (nxb *b,) 中 ,bs ICAA n 的 
元 对 应 ,6b KC AA 6, 的 元 对 应 ,于 是 6b, HITE RA b, 的 元 对 应 ， 


M 5| 4 知 5, X} nb, 是 可 插 的 . L] 
定理 1 DEG) =e,k(n*b) = k(n) *e=>k(n*b) 
一 k(n) x# er 


2)E(b;) = ei,b; X} n AiR i = 1,2,-,k, Ul 
k(n x Dt x bz x e+ x bp) = k(n) x en x ez x. xen. 

证 明 “用 数学 归纳 法 1) 对 7 进行 归纳 ,利用 引 理 5 立即 可 
得 . 2) 的 证 明 只 需 应 用 D 的 结论 对 进行 归纳 即 可 . E 

5| 6 {monz 5m} J k Wt — JARAP , {7 x 90,22 * 90, 
e.n * 90) 为 到 的 上 一 周期 轨 O MZ = 1,2,.… ,tn; 中 有 9,0. 

证 明 “>” 不 妨 设 j= lsn = agree, yn = an a, 
D(n,) = da***di. k(n * 90) = 9d,,°--d,0 — di'**d,9 = nz * 90 
= 9a, **a,'0a,'=>a,’ = 1d, = 0,d, 二 9( 因 为 k(n) = n). 
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“全 ”由 引 理 4 立即 可 得 . L 
(=) 衍生 定理 与 pn) HEIT 


在 前 面 一 系列 准备 工作 的 基础 上 ,可 以 给 出 本 文 最 主要 的 结 
论 :五 个 往生 定理 . 
衍生 定理 (I ) 
1. 495 x 594”; 
2. 6174 * 36”; 
3. 864197532 x 36” x 864297531’; 
4. 97508421 * 36” x 90" x 751842? x 8642975319 
(mn pa 之 0) 为 上 的 不 动 点 . 
衍生 定理 (IE) 
1. (8733209876622 x 36” ,9665429654331 * 367}; 
2. {8764421997755322 * 864297531”, 
8765431997654322 x 8642975317} 
(m > 0) 为 上 的 2 一 周期 轨 . 


衍生 定理 ( 亚 ) 
64308654 18|” 54 |” 


1. | 83208762| x |72| x |18| x 36; 
86526432) [54 72 
721 (18)" (72)" 
2. 97508421 x |54| * |72] x |54| x 36? x 909 


18 o4 18 
x 791842" x 864297531" 


(man pars 20) 为 上 的 3 — 周期 轨 . 
衍生 定理 (CYV ) $F No € A, jill 
(k' (no) * 36” x 864297531" |i = 0.1.2.3.4}(m.n > 0) 
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为 & 的 5 一 周期 轨 . 

衍生 定理 (V) {420876 x 36”,851742 x 36” ,750843 * 36”, 
840852 * 36” ,860832 * 36” ,862632 * 36” ,642654 * 36” } (m > 0) 
为 & 的 7 一 周期 轨 . 

衍生 定理 的 证 明 ”由 定理 1 知 , 只 需 验 证 后 面 锌 播 的 数 确 实 


对 前 面 的 数 可 揪 即 可 .限于 篇 幅 , 下 面 只 简单 验证 (下 ?2. 
72 


id n, = 97508421 Hy 6H) 2481 154 | 对, 是 可 插 的 . 类 似 可 知 
18 
18 12 


72 | Xt a x 1541 可 插 , 从 引 理 6 知 90 对 x 可 插 ,注意 到 
54 18 
k(n, * 36) = 9753086421 = k(n,) * 36, 
k(n, * 751842) = 97755108844221 = k(n,) * 751842, 
k(n, * 864297531) = 98765420987543211 = k(n,) x 864297531, 
由 引 理 2、 定义 4 知 36.751842,864297531 text n, 可 揪 , 由 定理 1 知 
72 
它们 对 x x* 154 | 可 插 . / [] 
18 
根据 上 述 5 个 往生 定 理 , 对 pkn G 一 1,2,3,5,7) 有 如 下 的 
估计 : 
定理 2 I phn) 不 小 于 以 下 四 个 不 定 方 程 非 负 整 数 解 组 个 
数 之 和 ;1,m 一 3 十 3>， 2.m = 4+ 227, 
3.m = 9 + 24+ 9y,4.m— 8 + 27 + 2y + 6z + 9u. 
I B, = tm|m = 134 22,2 = 051,°°°}, 
B, = {m|m = 16+ 97,2 = 0,1,.…}, 有 
m € B, QN B.>P.(h,,) = 2, 
m € (B, U B: U 5D — (B, N BDP, kn) > 1. 
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MO pAn) AA FUL RT A cE Ar BE Th PRAT PBR 
和 : l.m 一 8 十 2xz 十 2y 十 2z， 

2.m = 10+ 2x + 2y + 2z + 2u + 6v + 9w. 

W psk) = 1,p5(kn) Sat 26+ 20+d, Hf a,b,c,d 4 
别 为 不 定 方 程 1,2,3,4 的 非 负 整 数 解 组 的 个 数 . 

l.m = 11 + 2x + 9y， 2.m = 13 + 2x + 9y, 
3.m = 15 + 22+ 9y， 4.m = 17 + 27 + 9y. 
V m 为 不 小 于 6 的 偶数 , 则 prn) E 1. 
证 明 注意 到 五 个 入 生 定理 所 给 出 的 周期 胃 互 不 相同 ,于 是 
I[、 下 、N 、YV 成 这 ,又 由 于 & 在 Ns 中 有 一 条 2 一 周期 轨 , 从 而 王 亦 
成 立 . [] 

定理 3 pkn) ~ pkn) ~m? (m -> 十 œ). 

证 明 根据 Laguerre 引 理 知 m = 10 + 22 + 2y + 2z + 2u 
十 6v + 9w 的 非 负 整数 解 组 的 个 数 为 O(m5) ,于 是 p: n) HOB SS 
5 令 DN = {D(n) E Na), EIR bkn) < p(k,) < |DON,,) |, 
而 IDN | ABT 5°, TT pakn) ~ Pkn) ~ mi. 国 

定理 4 1.n € p(k),b 对 nn 可 插 =>nxbE€ p(k). 

2. Pn) = lm = 2,3,4,7. 
3. pin) = 069m = 1,2,5,7. 

证 明 1. 由 入 生 定理 立即 可 得 . 

2. m 为 不 小 于 6 的 偶数 时 ,m = 4 十 2zx,m = 6 + 2x 都 有 非 负 
整数 解 . m 为 不 小 于 13 的 奇数 时 ,m = 9 十 9z 十 2y,m 二 13 十 27 
者 有 非 负 整数 解 . 由 衍生 定理 及 定理 2 知 ,在 上 述 情 况 下 pn) 之 
2. 其 余 情 形 的 验证 是 平凡 的 . (参考 附录 或 用 特征 数 法 中 枚 举 均 
可 ) 

3. 类 似 2 可 证 . 
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(四 ) 讨 论 


本 文通 过 引入 插入 运算 “ * ”来 研究 上 在 N。 中 周期 轨 的 衍生 
性 ,对 的 全 局 结构 作 了 较 细 致 的 刻 划 ,得 到 了 周期 为 1,2,3,5,7 
的 周期 轨 的 往生 定 理 . 和 附录 的 对 照 表 明 : 和 定理 2 给 出 的 关于 
Pi Ckm) C 二 1,2,3,5,7) 在 m20 的 情况 下 与 实际 情况 完全 一 致 
( 即 : 定 理 2 中 的 “不 小 于 均 可 换 成 “等 于 ?“ 之 ” 均 可 换 成 “一 ”) 
目前 离 刻 划 数 字 了 映射 和 的 全 局 结构 还 有 一 定 距 离 ,相信 本 文 所 采 
用 的 方法 是 到 达 最 终 目 标的 有 效 工 具 之 一 .定理 3 表明 DCN,) 中 
有 许多 点 为 Kaprekar 映射 的 周期 点 ,而 映射 的 周期 轨 中 绝 大 部 
分 为 3 一 周期 轨 , 下 面 的 猜想 很 具 挑战 性 : 

猜想 mS lah AEN, PRA 1,2,3,5,7 一 周期 轨 . 衍生 
定理 给 出 在 入， 中 的 所 有 周期 轨 . 


附录 大 在 Nm 去 20) 中 的 所 有 周期 轨 


Longth.2 
5; 09 81 63 27 45 
Longth :3 
l: 495 
Longth: 4 
l: 6174 
Longth ,5 
4: 75933 63954 61974 82962 
4; 74943 62964 71973 83952 
2: 929994 $3955 


Longth ;6 
7: 851742 750843 840852 860832 862632 642654 420876 
l: 631764 
1: 949945 

Longth ;7 


32 


“J jw ua a 


zu ++ on ++ 


77 


8429652 7619733 8439552 7509843 9529641 8719722 
8649432 7519743 


Longth :8 
86526432 
86326632 
84308652 
63317664 
97508421 

Longth :9 


763197633 844296552 762098733 964395531 


64308654 83208762 
64326654 43208766 85317642 75308643 
86308632 


863098632 


965296431 873197622 865395432 753098643 954197541 
883098612 976494321 


864197532 
554999445 
Longth; 10 
8655264432 
8653266432 
6543086544 
8633086632 
8533176642 
9753086421 
9775084221 
6333176664 
9975084201 
Longth; 11 
87331976622 
87320987622 
86420987532 
86541975432 
86431976532 
Longth :12 
865552644432 
863330866632 
853331766642 
655430865444 
654330866544 
865532664432 


6431088654 
6433086654 
8321088762 
8633266632 
7533086643 


9755084421 


8732087622 
8332087662 
8765264322 
6433266654 
8433086652 


9751088421 


874197522 865296432 


4332087666 


86542965432 76320987633 96442965531 
96653954331 86330986632 96532966431 
96641975331 88431976512 8764197532? 


643110888654 
863332666632 
793330866643 
§32110888762 
833210887662 
643310886654 


877320876222 
643332666654 
843330866652 
877652643222 
876532664322 
873320876622 


433320876666 
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975330866421 
865332666432 
654310886544 
977510884221 
977750842221 
977530864221 
997750842201 
997530864201 
633331766664 
999750842001 
995499994445 
Longth;13 
8874319765212 
9864319765311 
8643209876532 
8654319765432 
8854319765412 
9766419753321 
8733209876622 
8643319766532 
Longth, 14 

86555526444432 
86533326666432 
65554308654444 
69543308665444 
65433308666544 
87655326644322 
86553326664432 
97533108866421 
86333308666632 
43333208766666 
84333308666652 
86555326644432 
65543108865444 
65431108886544 
97755108844221 
97777508422221 


643330866654 
873210887622 
977550844221 
975550844421 
975530864421 
997550844201 


833320876662 
876552644322 
975510884421 
975110888421 
975310886421 
997510884201 


8765419754322 


9664319765331 


8764209875322 


9665429654331 


64311108888654 
64333308666654 
83211108888762 
83321108887662 
83332108876662 
65433108866544 
64333108866654 
97753308664221 
86333326666632 
85333317666642 


64331108886654 
87321108887622 
87732108876222 


9795550844442] 


9665419754331 


8654209875432 9664209875331 


8843319766512 8764319765322 


87773208762222 
83333208766662 
87776526432222 
87765326643222 
87653326664322 
87332108876622 
87333208766622 
97553308664421 
64333326666654 
73333308666643 


87733208766222 
87765526443222 
87655526444322 


97511108888421 


8843209876512 
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97775308642221 
97775108842221 
97753108864221 
97751108884221 
99777508422201 
99775308642201 
99775108842201 
99977508422001 
97533308666421 
99753308664201 
99975308642001 
63333317666664 
99997508420001 
Longth :15 
887543197654212 
986432098765311 
876433197665322 
966433197665331 
865432098765432 
887433197665212 
976654197543321 
986543197654311 
880433197665412 
884332098766512 
873332098766622 
864333197666532 
555549999944445 
Longth.16 

8655555264444432 
8633333086666632 
4333332087666666 
8433333086666652 
6555543086544444 
6505433086654444 
6554333086665444 
6543333086666544 
8765553266444322 
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97555308644421 
97755508444221 
97755308644221 
97775508442221 
99755508444201 
99755308644201 
99775508442201 
99975508442001 


876542098754322 
987643197653211 
865433197665432 
884333197666512 
966432098765331 
876543197654322 
885432098765412 
887432098765212 
876432098765322 
976643197653321 
966543296654331 


97531108886421 
97551108884421 
97553108864421 
9755510884442] 
99751108884201 
99753108864201 
99755108844201 
99975108842001 


966542098754331 


864332098766532 


986433197665311 


976642098753321 


966543197654331 


6431111088888654 
8633333266666632 
8533333176666642 


8321111088888762 
8332111088887662 
8333211088876662 
8333321088766662 
6543311088866544 


8777732087622222 
6433333266666654 
7533333086666643 


8777765264322222 
8777653266432222 
8776533266643222 
8765333266664322 
8773321088766222 
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8655333260664432 
9755331088664421 
9753311088866421 
8653333266666432 
9775333086664221 
8776553266443222 
8655553266444432 
8655533266644432 
8765533266644322 
6555431088654444 
6554311088865444 
6543111088886544 
9775551088444221 
9777775084222221 
9777753086422221 
9777751088422221 
9777531088642221 
9777511088842221 
9775311088864221 
9775111088884221 
9775531088644221 
9977775084222201 
9977753086422201 
9977533086642201 
9977751088422201 
9977531088642201 
9977511088842201 
9977551088442201 
9997775084222001 
9997753086422001 
9997751088422001 
9999775084220001 
8764421997755322 
9753333086666421 
9975333086664201 
9997533086642001 
9999753086420001 


6433331088666654 
9775331088664221 
9777533086642221 
6433333086666654 
9755333086664421 
6554331088665444 
6433111088886654 
6433311088866654 
6543331088666544 
8732111088887622 
8773211088876222 
8777321088762222 
9775511088844221 
9755555084444421 
9755553086444421 
9775555084444221 
9775553086444221 
9777555084442221 
9777553086442221 
9777755084422221 


9975555084444201 
9975553086444201 
9975533086644201 
99775055084442201 
9977553086442201 
9977755084422201 


9997555084442001 
9997553086442001 
9997755084422001 
9999755084420001 
8765431997654322 


8733332087666622 
9775533086644221 
9755333086644421 
8333332087666662 
9753331088666421 
8733211088876622 
8777332087662222 
8773332087666222 
8733321088766622 
8777655264432222 
8776555264443222 
8765555264444322 
9777551088442221 
9751111088888421 
9753111088886421 
9755111088884421 
9733311088864421 
9755511088844421 
9755531088644421 
9755551088444421 


9975111088884201 
9975311088864201 
9975331088664201 
9975511088844201 
9975531088644201 
9973551088444201 


9997511088842001 
9997531088642001 
9997551088442001 
9999751088420001 
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6333333176666664 
9999975084200001 
Longth ; 17 
97665420987543321 
98765431976543211 
87643320987 665322 
97664331976653321 
97664320987653321 
97665431976543321 
88433331976666512 
86433320987666532 
98764331976653211 
96654320987654331 
98765420987543211 
96643320987665331 
87654331976654322 
87333320987666622 
86433331976666532 
Longth: 18 

865555552644444432 
865333332666666432 
655555430865444444 
655554330866544444 
655543330866654444 
655433330866665444 
654333330866666544 
876555532664444322 
863333330866666632 
433333320876666666 
$43333330866666652 
977533310886664221 
876553332666644322 
975331110888866421 
975333110888666421 
876555332666444322 
886644219977553312 
977555330866444221 


98654320987654311 
88754320987654212 
966594331976654331 
88543331976665412 
98694331976654311 
88543320987665412 
87643331976665322 
96643331976665331 
88754331976654212 
98643320987665311 


98643331976665311 
86543320987665432 
96654332966654331 


643111110888888654 
643333330866666654 
832111110888888762 
833211110888887662 
§33321110888876662 
$33332110888766662 
833333210887666662 
654331110888866544 
863333332666666632 
853333331766666642 


977553330866644221 
654333310886666544 
977775330866422221 
977753330866642221 
654333110888666544 


979533110888664421 


9876432098765321 1 
88433320987666512 
88743320987665212 
86543331976665432 


87654320987654322 


88743331976665212 


877777320876222222 
833333320876666662 
877777652643222222 
877776532664322222 
877765332666432222 
877653332666643222 
876533332666664322 
877733210887662222 
643333332666666654 
753333330866666643 


975533310886664421 
873333210887666622 
975555330866444421 
975553330866644421 
877333210887666222 


977753310886642221 
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877655532664443222 
865505532664444432 
865555332666444432 
865553332666644432 
865933332666664432 
877655332666443222 
655904310886544444 
655043310886654444 
655043110888654444 
659431110888865444 
654311110888886544 
977595910884444221 
977777750842222221 
977777530864222221 
977533330866664221 
977777510884222221 
977775310886422221 
977775110888422221 
977793110888642221 
977533110888664221 
977751110888842221 
9779311 10888864221 
977511110888884221 
977755310886442221 
97799331088664422] 
977755110888442221 
997777750842222201 
997777530864222201 
997775330866422201 
997753330866642201 
997777910884222201 
997775310886422201 
997753310886642201 
997775110888422201 
997753110888642201 
997791110888842201 
997775510884422201 


655433110888665444 
643311110888886654 
643331110888866654 
643333110888666654 
643333310886666654 
655433310886665444 
873211110888887622 
873321110888876622 
877321110888876222 
877732110888762222 
877773210887622222 
977551110888844221 
97555555084444442] 
97559553086444442] 
975533330866664421 
977595550844444221 
9775559530864444221 
977755550844442221 
977755530864442221 
977755330866442221 
977775550844422221 
977775530864422221 
977777550844222221 
977595310886444221 


977755510884442221 
997555550844444201 
997555530864444201 
997555330866444201 
997533330866644201 
997755550844442201 


877332110888766222 
877773320876622222 
877733320876662222 
877333320876666222 
873333320876666622 
873332110888766622 
877776552644322222 
877765932664432222 
877765952644432222 
877655552644443222 
876559552644444322 
977775510884422221 
97511111088888842!1 
975311110888886421 
9753333 10886666421 
975511110888884421 
97553111088886442 1 
975551110888844421 
975553110888644421 
975593310886644421 
975555110888444421 | 
97555531088644442) 
975555510884444421 
977553110888644221 


977559110888444221 
997511110888884201 
997531110888864201 
997533110888664201 
997533310886664201 
997551110888844201 


997755530864442201 997553110888644201 


997755330866442201 
997775550844422201 
997775530864422201 
997777550844222201 
99775551088444220) 


997553310886644201 
997555110888444201 
997555310886444201 
99755551088444420] 
99775511088844220) 
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997755310886442201 


. 999777750842222001 


999777530864222001 
999775330866422001 
999777510884222001 
999775310886422001 
999775110888422001 
999775510884422001 
999977750842220001 
999977530864220001 
999977510884220001 
999997750842200001 
975333330866666421 
997533330866664201 
999753330866642001 
999975330866420001 
999997530864200001 
633333331766666664 
999999750842000001 
000004999999444445 
Longth :19 
9876543209876543211 
9766543319766543321 
9766433209876653321 
8874333209876665212 
9876543319766543211 
9766543209876543321 
9876433209876653211 
8854333319766665412 
9669433319766654331 
9766433319766653321 
8843333319766666512 
8654333319766665432 
9664333319766665331 
986433320987666531 1 
8875433319766654212 
9665433209876654331 


999759550844442001 
999755530864442001 
999759330866442001 
99977955084442200) 
999775530864422001 
999777550844222001 


999979550844420001 
999975530864420001 
999977550844220001 
999997550844200001 


999751110888842001 
999753110888642001 
999753310886642001 
999755110888442001 
999755310886442001 
999755510884442001 


999975110888420001 
99997531088642000] 
999975510884420001 
99999751088420000] 


$854333209876665412 
9865433319766654311 


8875433209876654212 
9865433209876654311 


8764333209876665322 
8843333209876666512 


8764333319766665322 
8643333209876666532 


9876433319766653211 
8765433209876654322 


39 


40 


9876554209875443211 

9877654209875432211 

9664333209876665331 

8874333319766665212 

8654333209876665432 

9987654209875432101 

8733333209876666622 

8643333319766666532 

Longth; 20 

86555555526444444432 
87777773208762222222 
86553333326666664432 
87333333208766666622 
65555554308654444444 
87777776526432222222 
65555543308665444444 
87777765326643222222 
65555433308666544444 
87777653326664322222 
65554333308666654444 
87776533326666432222 
65543333308666665444 
87765333326666643222 
65433333308666666544 
87653333326666664322 
87655555326644444322 
87777332108876622222 
97753333108866664221 
97553333108866664421 
86533333326666666432 
83333333208766666662 
98666442199775533311 
88766442199775533212 
88664422099877553312 
87765533326666443222 
87333321108887666622 
97533111108888866421 


9876542109887543211 


9864333319766665311 
8765433319766654322 


9665433329666654331 


64311111108888888654 


64333333108866666654 


83211111108888888762 


83321111108888887662 


83332111108888876662 


83333211108888766662 


83333321108887666662 


83333332108876666662 


65433111108888866544 


97755333308666644221 


64333333308666666654 


88864432199776553112 
88665442199775543312 


69543333108866665444 


97777753308664222221 


97555553308664444421] 
97755333108866644221 
97553311108888664421 
97755553308664444221 
87655533326666444322 
87733332108876666222 
97793331108886664221 
97555333108866644421 
88664432199776553312 
86333333308666666632 
64333333326666666654 
85333333317666666642 
84333333308666666652 
97755533308666444221 
97775333108866642221 
87765555326644443222 
87773321108887662222 
86555555326644444432 
87777733208766222222 
§6995993326664444432 
87777333208766622222 
86555533326666444432 
87773333208766662222 
86555333326666644432 
87733333208766666222 
87695553326664444322 
87773332108876662222 
87655333326666644322 
87333332108876666622 
87765553326664443222 
87733321108887666222 
87776553326664432222 
87333211108888766622 
§5555543108865444444 
877777655264432222292 
65995433108866544444 
87777655326644322222 


97777533108866422221 
65433331108886666544 
97775533308666442221 
86333333326666666632 
43333333208766666666 
75333333308666666643 
97553331108886664421 
69543311108888665444 
64331111108888886654 
64333111108888866654 
64333311108888666654 
64333331108886666654 
65433311108888666544 
65433333108866666544 
65543331108886665444 
65554333108866654444 
87321111108888887622 


87332111108888876622 
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42 


65555431108886544444 
87777655526444322222 
65554331108886654444 
87776555326644432222 
65554311108888654444 
87776555526444432222 
69543111108888865444 
87765555526444443222 
65431111108888886544 
87659555526444444322 
977595090108844444221 
9777775510884422222) 
97777777508422222221 
97511111108888888421 
97777775308642222221 
97531111108888886421 
97777533308666422221 
97533311108888666421 
97775333308666642221 
97533331108886666421 
97793333308666664221 
97533333108866666421 
9777777510884222222) 
97551111108888884421 
97777753108864222221 
97553111108888864421 
97777751108884222221 
97555111108888844421 
97777531108886422221 
97555311108888644421 
97775331108888642221 
9755533110888664442] 
97777511108888422221 
97595511108888444421 
97775311108888642221 
97505531108886444421 
97753311108888664221 


87732111108888876222 


87733211108888766222 


87773211108888762222 


87777321108887622222 


87777732108876222222 


9775511110888884422] 


97595555508444444421 


97900090308644444421 


9799593330866644442] 


97555333308666644421 


9755333330866666442] 


97759555508444444221 


97759995308644444221 


97775555508444442221 


97775555308644442221 


97775553308664442221 


97777555508444422221 


97777555308644422221 


97777953308664422221 


97555533108866444421 
97775111108888842221 
97555551108884444421 
97753111108888864221 
97555553108864444421 
97751111108888884221 
97555555108844444421 
97777553108864422221 
97755311108888644221 
97775533108866442221 
97755331 10888664422] 
97777551108884422221 
97755511108888444221 
97775531108886442221 
97755531108886444221 
97775511108888442221 
97755551108884444221 
97775551108884442221 
99777777508422222201 
99751111108888884201 
99777775308642222201 
99753111108888864201 
99777753308664222201 
99753311108888664201 
99777533308666422201 
99753331 108886664201 
99775333308666642201 
99753333108866664201 
99777775108842222201 
99755111108888844201 
99777753108864222201 
99755311108888644201 
99777533108866422201 
99755331 108886644201 
99775333108866642201 
99755333108866644201 
99777751108884222201 


97777755508444222221 


97777755308644222221 


9777777550844222222) 


97755553 108864444221 


97755533108866444221 


97775555108844442221 


97775553108864442221 


97777555108844422221 


9975555550844444420) 


99755555308644444201 


99755553308664444201 


99755533308666444201 


99755333308666644201 


99775555508444442201 


99779555308644442201 


99775553308664442201 


99775533308666442201 


99777555508444422201 
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99755511108888444901 
99777531108886422201 
99755531108886444201 
99775331108886642201 
99755533108866444201 
99777511108888422201 
99755551108884444201 
99775311108888642201 
99755553108864444201 
99775111108888842201 
99755555108844444201 
99777755108844222201 
99775511108888442201 
99777553108864422201 
99775531108886442201 
99775533108866442201 
99777551108884422201 
99775551108884442201 
99977777508422222001 
99975111108888842001 
99977775308642222001 
99975311108888642001 
99977753308664222001 
99975331108886642001 
99977533308666422001 
99975333108866642001 
99977775108842222001 
99975511108888442001 
99977753108864222001 
99975531108886442001 
99977533108866422001 
99975533108866442001 
99977751108884222001 
99975551108884442001 
99977531108886422001 
99975553108864442001 
99977511108888422001 


99777555308644422201 
99777553308664422201 
99777755508444222201 
99777755308644222201 
99777775508442222201 
99775555108844442201 


99775553108864442201 


99777555108844422201 
99975555508444442001 
99975555308644442001 
99975553308664442001 
99975533308666442001 
99977599508444422001 
99977555308644422001 
99977553308664422001 
99977755508444222001 
99977755308644222001 


99977775508442222001 


PO j ee ë pi 
za on 7 LT | k+ oa ++ CE] 


99975555108844442001 
99977755108844222001 
99977551108884422001 
99977553108864422001 
99997777508422220001 
99997511108888420001 
99997775308642220001 
99997531108886420001 
99997753308664220001 
99997533108866420001 
99997775108842220001 
99997551108884420001 
99997753108864220001 
99997553108864420001 
99997751108884220001 
99997555108844420001 
99997755108844220001 
99999777508422200001 
99999751108884200001 
99999775308642200001 
99999753108864200001 
99999775108842200001 
99999755108844200001 
99999977508422000001 
$9999975108842000001 
97533333308666666421 
99753333308666664201 
99975333308666642001 
99997533308666420001 
99999753308664200001 
99999975308642000001 
63333333317666666664 
99999997508420000001 
count. 333 


99977555108844422001 


99997555508444420001 
99997555308644420001 
99997553308664420001 
99997755508444220001 
9999775530864422000] 


99997775508442220001 


99999755508444200001 
99999755308644200001 
99999775508442200001 


99999975508442000001 
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be = ee re. 


k(N,) (m < 20) 的 周期 轨 条 数 
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一 类 条 件 恒 等 式 的 存在 性 


浙江 舟山 市 普陀 中 学 徐 和 部 


1957 年 上 海 市 数学 竞赛 高 二 第 二 试 第 3 题 是 由: 设 a 十 8 十 7 
一 0, 求 证 : 
t PHP + P+ +p +7 C1) 
2 5 7 
这 道 试题 的 精彩 之 处 在 于 给 出 了 一 个 洋溢 着 数学 美感 的 条 件 恒 等 
式 (1). 现在 要 问 , 在 条 件 a 十 8 十 7 二 0 下 ,除了 (1) 这 个 形式 优美 
的 条件 恒等式 外 ,还 有 别 的 类 似 的 恒等式 吗 ? 即 是 否 存 在 别 的 自然 
数组 (m,n), 使 下 式 在 条 件 a 十 8 十 7 = 0 下 全 等 ， 
"tt tp tr tp 
m n m+n ' 
(2) 
A XAR AE a ERT HC. 
因为 a 十 8 十 7Y = 0, 所 以 (2) 等 价 于 
a” + B+ (—a~ Py" a+ p+ (~a— py 
m n 
D artn 十 Bute 十 (— a~ pyrr 
E m+n j 
#7 (3) 关于 ap 恒 成 立 US a = zÈ = | BN i 
zx" 十 1 十 (一 + 一 ]D)” ot tit r—" 


(3) 


m 71 
m+n — _ mtn 
_ 工 Tit tnt 1) (A) 


KF ERX EZ EO 关于 z 恒 成 立 , 则 (3) 关于 a.8 HH 
立 .这 是 因为 , 当 a、8 都 为 零 时 , (3) 显然 成 立 ,而 当 a、B KM HS 
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Mt, AE PAO MIE) 中 , 令 z= 万, 就 可 推出 (3) 成 立 . 因此 ， 


上 述 问 题 就 可 化 归 为 寻求 使 (4) 成 为 恒等式 的 自然 数组 (m,n) 问 
题 . 
在 (4) Hs ax = 0, 48 
1+ ( DY ItO 1+ D” 
m n m+n f 
这 是 (4) 为 恒等式 的 必要 条 件 . 由 此 可 见 ,m、n 只 能 同 偶 或 一 偶 一 
奇 . 
H myn fal, WA 2m 十 22 = m, 满足 此 式 的 偶数 解 只 有 (4， 
4). 但 容易 验证 , 当 m =n = 4H, (4) AS, A ze = 1 代入 时 
就 不 成 立 . 于 是 ,mn 只 能 一 侦 一 奇 ,不 妨 设 mr 偶 n 奇 . 显然 ,n 关 1. 
这 样 ,通过 比较 (4) 两 边关 于 x 的 最 高 次 项 系数 ,可 得 mx = 2. 从 
而 ,可 将 (4) 化 为 | 
(z + a+ 1) 2, Cag = 2) rt (5) 


E n = 3, PERR, G) 恒 等 , 所 以 (2,3) 是 使 (4) 恒 等 的 一 组 


解 . 
右 ? 之 5, 这 时 比较 (5) 两 边 的 zx”! 项 系数 得 


解 得 n = 5. 而 当 n = 5 时 ,也 不 难 检 验 ,(5) 恒 等 ,因此 ,(2,5) 是 使 
(4) 恒 等 的 另 一 组 解 . 

综 上 所 述 , 我 们 有 1982 年 第 11 届 美 国 数学 奥林匹克 第 ? 
Ba! ?! 

定理 1 Wet P+7=0,W (2) 恒 成 立 的 自然 数组 (m ， 
n)(m <n) 只 有 (2,3)、(2,5) WA. 

至 此 ,前 面 提出 的 问题 已 得 到 了 完满 的 回答 . 现在 ,我 们 再 将 
前 述 问 题 作 些 发 散 . 发 散 1 : Reha 十 8 十 7 = 0 中 的 变量 多 
于 3 个 时 ,是 否 还 有 类 似 于 (1) 这 样 的 恒等式 ?发 散 工 ; 当 结论 式 
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(1) 的 左边 的 因 式 多 于 2 个 时 ,是 否 也 有 类 似 的 恒等式 ? 


为 使 下 面 的 讨论 在 书写 上 能 得 到 简化 ,我 们 引入 符号 : 
ae mE NY. 


nt 


Ff,(m) = 
TREI ,我 们 有 
定理 2 katata +a = 0, 0HY 
FMF jn) = Fyn +n) (6) 
Ta AILEY H RRA nn) Cm <n) 只 有 了 唯一 的 一 组 (2,3). 
证 明 5s TERRE a, + a, +a, +a, = 0 FEC) 恒 成 也 
的 目 然 数 组 (m,n) 也 使 (2) 在 条 件 a 十 8B 十 Y= 0(a= a, pI a, 
Y =a) PERY. 因此 ,由 定理 1 可 知 ,Cm,n) 最 多 只 有 (2,3)、(2， 
5) PY ZA. 
容易 检验 , 当 m = 2.n 一 5 HT, (6) AN TERI» BS a, = a, = 
a, = 1,a, =— 3 代入 时 就 不 成 立 . 
mMm = 2.n = 3 时,(6) 恒 成 立 , 我 们 可 这 样 来 证 : 
当 a 中 有 一 个 为 零 时 ,由 定理 1 可 知 ,(6) 恒 成 立 , 所 以 ,以 下 
假设 a 都 非 零 . 设 
p = D427 q 一 一 X aaa, 


i<jer 
S = a,a,0,0,, a= Pa: (k EZ). 
WY a, = 1.2.3.4) BRE at + pa? + qr +s 二 0 的 四 个 非 零 实 
根 . 所 以 
a’ + pa + ga,+s5 = 0, 
从 而 ， 
af “pa 十 ca 十 sa 一 0 (kh EZ). 
将 :一 1.2.3.4 时 对 应 的 4 式 相 加 ,可 得 
arya 十 Pais, T qari F sar = O. (7) 
AL AP a, = 二 一 二 an 一 4,al = 0,a, 二 一 2p, MAC7) WES 
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a, 一 一 pa, — qao — Sa.) =— 3q, 


as =— Pa; — qa, — Sa, = pq 
2,93 _ Os 
2 3 5 
Bf F2) * FRO = FO). a 
定理 3 衣 w +tate-+a=0025) MAGEE RRA 
(m,n) 使 下 式 恒 成 立 : 
Gm) FG) = F,Gn + n). (8) 


证 明 AMER Fa, 十 十 … 十 w% 一 0 下 ,使 (8) 恒 成 立 
的 目 然 数组 (m,n), 也 使 (6) 在 条 件 w +a, +a,t+a,=0 FR 
立 , 因 此 ,由 定理 2 可知 ,Gx,n) 县 可 能 是 (2,3). 但 容易 验证 , 当 汉 
= 2n = 3 Ef, (8) PERM, H a = a, =a, = a,=],a,=— 4, 
其 余 变 量 均 取 0 代入 时 ,就 不 成 立 ， [ 
至 此 ,发 各 1 也 就 得 到 了 完满 的 回答 . 
MACRO A 
定理 4 Wa +a, + a, = 0, Il ie 
FDF (mF; (n) = F, + m+n). 
ERW BRA m, MOU SmSn) 只 有 唯一 的 一 组 (2,2,3). 
证 明 HEIA, ERa +a +a,=—0 FA 
F3(2)F,(3) = F,(5), 
F,(2)F;(5) = F,(7), 


两 式 相 乘 即 得 
FF OEF GB) 一 下 (7)， 
至 于 唯一 性 可 仿 和 定理 1 证明. E 
定理 5 iĝa +a, +» +a = 0G 之 4), 则 不 存在 自然 数组 
(mn) 使 得 下 式 恒 成 记 : 


FOF, Gn) Fn) = Fd +m +n). 
此 定理 的 证 明 完 全 雷同 十 定理 3. 


ol 


定理 6 Bateat-+a—0¢>3) WKFEARRA 
(nisms om) Ck 之 4) 使 得 下 式 恒 成 立 : 

F,.(m,) F,0m,) °F, Gm) = Fn, + m, 十 … + m). (9) 

证 明 ”只 要 证 明 上 一 3 时 结论 为 真 就 行 了 , 即 只 要 证 明 在 条 
fF a + @ + a, = 0 下 ,不 存在 目 然 数组 On, yz °°" Ma) 使 (9) TH 
成 立 . 类 似 于 定理 1 推 证 中 的 说 明 ,问题 可 化 归 为 证 明 :不 存在 目 
然 数组 (mi ,m;,… ,mi) 使 下 式 恒 等 


k k 


; uMi UM; 
T= 十 1 十 (一 XT 一 ])”* x ” 十 1 十 (一 并 一 1) 一 
， Ml; E k | 
i=] >m; 
=] 
(10) 


首先 ,来 证 明 全 由 偶数 组 成 的 数组 Oni ,zazy，… oma) 不 可 能 使 
(10) EF. 不然 ,在 (10) 中 ,分 别 令 z = 二 一 1、 一 2 将 有 


2 o 2 
1 m Z’ (11) 
M; 
k 3m, 
TI ons 一 2 T2 (12) 
i=] ; > Im; 
i=] 
(12) 即 为 
2 * mn = 一 2 + Sm, o l 
I z a+r? I= 5 Peete i 
mM; 
由 (11) 即 知 
k k 
m.—1 2m, ] 
[Tata =|, 4% |. (13) 


{A (13) 不 成 立 . 
事实 上 ,由 a 十 5 过 ab(a,b 之 2, 有 目 等 号 仅 当 a 二 5 二 2 成 
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Om © N Hom, > 2 it, 
Cheam )C1 十 2 一 1 十 2 p ame om tm 2 
K1 十 amir 2 4oomime 2 oe db gmt), 
CE HTD HTD G 427) ST Hamme ty] F977) 
1H atime tess! 
如 此 下 去 ,可 知 
UMi dl 
[atroci >: (k > 4). 
PrP C13) 不 成 立 
其 次 ,可 证 明 有 多 于 1 个 的 奇数 组 成 的 数组 On yz po ,ri) 
也 不 可 能 使 (10) 恒 等 . 不 然 , (10) 左边 的 次 数 就 低 于 Sm — 
次 ,而 右边 的 次 数 不 低 于 > m, 一 1 次 . 
蝶 后 证 明 , 有 且 只 有 一 个 奇数 组 成 的 数组 (re ,ms,… ,mx) 也 
不 可 能 使 410) 恒 等 . 不 然 ,不 妨 设 m 是 奇数 ,其 余 m 都 是 偶数 , 显 
PR m 之 3. 这 时 , 若 my、ma、…m 中 存在 大 于 2 的 偶数 , 则 比较 
10) WN KAR. A 
2.2... 2 27 
Mo m, my 
这 是 不 可 能 的 . 
Pi mMm: ma mi WEF 2, H m = 3, 则 (10) 可 化 为 
(2+ D A o | 


2 .1 
(a + wr) (a7? + er + i) Sb 4] =, C14) 
注意 到 
Cro tart yl =a? 4 (kh 11)r* 3 RCR a Z1) LI fe oes 
BIER GD 两 边 2? 项 系数 ,有 
3 
RTI) og yy Cen 
2 2k 二 上 


WER=2Mk= 3,5 5h D458. 


在 Mo May O VM, 都 等 于 2.4 rity = 5 aT, C10) 可 化 为 


mnl C, 
> i e | a +k 一 1) 工 HET” ~ 7 E ] 
=] aa - | 
B "S Co, + 2k— my +k i 
7 i= 1 my F ok - — 2 | 
比较 两 边 2 TH OA 
CG Ce n k(k — 1) Caraz 
mo tm ROD + a = a kO 
化 简 语 得 有 = 1 Mm, +k = 7 这 也 不 可 能 - 


至 此 ,定理 6 证 毕 . 发 散 也 就 得 到 了 完满 的 回答 . 
最 后 ,我 们 将 以 上 诸 定 理 总 结 成 
定理 7 aiad fa :90 之 3), 则 使 
Fan, )F,Cn,):F,0n) = FCn, 十 ma 十 … + m,) 
k 宇 2) 和 恒 成 立 的 自然 数组 GG ims,ms，… wi) 只 有 (312,3)、(312， 
5).¢4/253). (342,253) YA. 
IMEK RIT OL) 这 样 的 形式 优 关 的 条 件 恒等式 有 4 7, 
HS BI Ae 
FDRG) = Fy) FQ FC) = FCT) 
FORG) RORE OOF (203 G) = FA). 
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互补 型 攀 坊 不 等 式 的 推广 


汕头 大 学 数学 所 E OR 
陈 t 


宁波 太 学 数学 系 


= 19614ÆF,Ky Fan 在 Beckenbach 与 Bellman AETB 中 发 表 
了 关于 4 (Zot Tn), l — ee (1 _ ie — Ln) 的 算术 平均 


一 几何 平均 比 的 不 等 式 :着 0 过 aya, < LN 
A (1) 


O) 
GQ — z) SAQ- x) 
1974 4 ‚Chan ‚Goldberg 和 Gonek'?! 开始 考 虑 Segaiman 关于 
(2) 


C1) FAAP HED HA N: 
M, ~ x) S M,(1 一 z)’ P S49). 

他 们 证 明了 :GD 4OKS pig 2H, (2) My; Gi) 4p <0, 
P Ha = OP, (2) RZ; Gil) 4 n = 2, (2) RIL; Civ) 4 0< 2°/p 


< 2/q BY, (2) 不 成 立 ;(v) 当 p +g > 9 时 ,(2) 不 成 立 . 


feat ERHI ERB KO 证 明了 (C2) 对 p = 1,g = 0 成 立 ; 
FP RI TERT 24 -- 1 pSO<g SIH.) Rs E 
IK 与 陈 计 “ 进 一 步 证 明了 ;0G) 4,0, BREAST, RRC) 
OEL 1,1] 上 严格 递增 , Gi) 若 (2) 对 Cpc) 


-M,Cr)/M,l 
Wor WAC g- DURE. 
本 文中 ,我 们 定 出 了 不 等 式 (2) 对 任意 和 白 然 数 BRUT. 


QD 的 集合 C, 即 C = {Dl Opg, Gidle +ga] <3, Gil) 4 p 
> OWT 2’/p Z 2"/q, (Cv) 4 q <0 HY p2? < g2*}. 

下 图 的 阴影 部 分 表示 (p,q) E C; 空 白 部 分 表示 (pp,9) EC. iff 
实 线 阴影 部 分 则 表示 曾 被 证 明 的 结果 . 


H F Chan 等 人 2 已 经 证 明 : 当 2 一 2,2 委 9 时 ,不 等 式 (2》 成 
WoL 4a <p, (p69) EC. 于 是 ,我 们 内 须 考虑 p 二 a 的 情 
形 ,并 可 把 本 文 的 主要 结论 叙述 成 如 下 : 


_ 


5G 


定理 Rp LXE (0,5 J+ = 1],*… ,7, 则 不 等 式 


Sixt l/p Slat l/g 
一 < | 一 一 一 一 一 一 (3) 
2 (1 — 2) > a — zx) 


对 任何 ”都 成 立 的 充 要 条 件 是 lp +g] 3,44 p > OR 2?/p > 
2'/g, 当 g <0 Wf p2? < q2’. 

我 们 不 妨 假定 pg 0, AA pa = 0 的 情形 可 以 通过 令 p 或 9 一 
0 取 极 限 而 得 . ) 

在 (二 ) 中 ,我 们 给 出 必要 性 的 证 明 ; 在 (三 ) 一 一 (五 ) 中 ,我 们 
来 完成 充分 性 的 证 明 ; 在 (六 ) 中 ,我 们 将 给 出 定理 的 两 个 直接 推 
论 , 并 提出 进一步 研究 的 问题 . 


(二 ) 必要 性 的 证 明 


2.1 文 [2 已 经 证 明 : 当 如 >0 时 , 若 (3) 对 任何 nn 都 成 立 , 则 
必 有 2° /p 之 21/9， 
9.2 当 I<<0 时 ,在 (3) Pez =e 一 过 ,一 e(0<e 一 


I, a 
2 ) Ta 一 5 tt 


De +2] LO 一 DG 一 6 十 2 ” 


或 


[十 2 一 1 ?oe +2 no DD) 

[人 二 2 一 DG 一 6 二 2 一 1 

(4) 

FES € > 0,49 
[1+ 27% — 1) 1 
SOF oar? 
SHF a 1 
57 


RẸ 
1+2 Gma = DT Y*< [1 2a 1) A; (5) 
或 
1 人 [1 十 2 一 一直 委 2 人 L1 十 2 —1) 71]? — 1} 
& n >+ 00,98 2°79/g < 2°? /p, Bl p2’ < q2!. 
2.3 在 (3) PS z = A —4;)/2,0<4u,< 1 BHEWE 


n 
Hau] Na S u” 
Era <a | , (6) 
2 《1 + u)? re + 4,;)? 


i=} 


Su = e =u, = 04, =U <u <1), B 


@—D tA uY? fa +0 ur". 
k —]) +d rd <|% —]) +0 Tr] ; (7) 


或 
1 | 
u (n — 1) + (Q +- u)’ n n? 
-lf/f@-iI+d—4)7"" _ 2u 一 中 | 
< 去 ([ 色 二 1 十 | t n n? |? 
再 令 zx -~ 0 得 
(nD Gn 2)p? — 3np] +20 + 2) 
3n? 
<c m= DLC -- 2)q? 一 3ngj + 20? + 2) 2) 
Te 3n3 
RI 
(n — 2)p? — 3np = (n — 2)q’ — 3nq, 
或 
(p -— gi 一 2)( 二 9g) 一 32 |] 之 0; (8) 
LI, n 2 3H, 
3n 
Pa (9) 


An r l DD ,得 ， A l.. gs 5. 
类 似 地 ， 在 (6) 中 今 Z HU, 5 e’ TE Mg oj aO <u < Lea, 
fiu > 0 时 可 得 
- 2n R 
HMA n-= | ofp |g > 3. 


(本) 等 价 性 命题 


文 [5j 已 经 证 明 
命题 1 p< ¢, MFA al 


Star yp Da 
(3 ) 一 一 一 一 | < | eee eee -| 

| Sad o n) Jaa - a 
iA >o, <r S = i= len, Ha, 不 全 相等 ; 
GD| je + py ;| | Aa" F py" 一 六 | 

Lia =x)? 十 ACE =y” AQ] =r) +e —y)"J 


ApA nw > 0,07 ey < 了 


ife | vs <[ “pet tay 
HCl 2) HAG =y) * ud =r)? +AQ ~y) ? 


HPA p> 0,0<e ay 5. 

注 记 AO A ERSA 对 (z,9) 成 立 , 则 对 (一 4 
— p) 也 成 立 . 

本 节 中 ,我 们 再 给 出 一 个 等 价 性 命题 ,从 而 使 问题 大 为 简化 . 


命题 2 设 训 <9, 则 上 述 命题 1 中 不 等 式 (ii) 与 下 列 不 等 式 


等 价 ， 
G à+ U~ uT TA 二 (一 wl” 
w [iraro < ， 
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EBHA>0,0<u<l. 

证 明 OGii) > iv). 

在 (i) PS w= 1,7 = 1/2,y = O — u)/2, BN Civ). 

(1v ) -> (1). 

NIK x >y, G v/a Hl —anxz/Aa-a =k Who<mu<x 
1,0 之 1,( 一 yy)/ (1 一 XX) =14 ku. 于 是 (1) 便 等 价 于 
1 十 KGL u) 1, AHAU uw)! 


fO = TF el Fh pl AFA Th >0 
(11) 
但 
PR) = — UR) ped + hk) 
: A+ wi + ku) | A+ pwd + ku)? 
uf AL 二 ii = pil + ku)? 
= ipl O i uy at ko |<? (12) 
所 以 
. | 1, A+ (— wu)’ i At dwt 
~ = = ln Tn 
>Q. (13) 
E 
(四 ) 三 个 引 理 


5| 理 1 设 a 夺 0,a< 过 B11 一 a,0 牵 过 1, 则 

(l+a)°+ (1 auy aat Aau), (14) 
竺 号 成 芯 当 且 仅 当 z = 0 或 (a,p) = (0,1). 

证 明 Ga) = +4)? 4+ Ud —4)7,00<u<1),M 
P(r) = A + ald +4) + (wn — u) > 0. 5) 
所 以 ,要 证 (14) 只 须 证 6 = 1 — a TRE. BD 

Plu) = +u + Au — (+u) — (Q — u) *>0, (16) 
Hrtea<0,0<u<l. 
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Plu) = DH Ni Ju” 
— Jala — DYS [T e- k) 一 Ila —a— k) |. 


H Ple — k) — (1 ~a— k)? = (1 — 2k) Ca — 1) > 0, Prb) k — 
a> |1 — a — k|, Am Pu) > 0. |_| 

日 | 理 2 i®o<max P<c1—e@e0<cu <1 RR Gu) = 
G Hau) + O u) A ao Ud — ua)’ FER -NER to, 
H 


D 4 O< u < u, bF,Glu) > 0; 
Gi) 4u,<u1ht,G@m) <0. 
证 明 GG’ we) = ef tw) e A o au] 
—BlLaQ +a)?! — (1 — u) ], 
Gu) = ala — DLO + u)? + O — 4)? ] 
— BB— DEA + u)™ + A — u) ] 
= ABP DOLA +u) + A — u) ] 
w E; =D _U +? +A = | 
p(B 一 1) Q +u) +0 —a)* 
由 于 0 二 a 二 8 二 1 一 a, 所 以 8(B8 一 11) 二 ala 一 1) 二 0, 从 而 0 
< [ela — D]/LA — D] <1. Wea) = [+ A 
u) P/A +a)? + A — au), 8 200) Ilga 一 0. 在 0 二 
“<1 eao RF, 
(8 —-2[Q tu) 一 (] —u)* 3] 
(1 Hu) +(1 — u)” 
o aD Ha A uT] Hu) +a — u) 
[Qa tu)? +0 ut 
<la ~D {LA Hu) (Cu) LA He HA —u)] 
[Q Hu) 1m A [amaA Ha H Aa uP EA 40° 
十 (1 一 2 了 


g'u) = 


6l 


| ee e i a a 


= 2a DA roef 1 —u 
CL Huy + u PL) Hu 


(16) 
BN Al gC) A PR E pea, Mat 4 EE - - 19 “uy, © (0,1), 8 g(x, ) 
= {a@(a— 1) ]/LA(8 — 1)], H. 

4O0<u<iu, Wf,.G’@) > 0, 

Wu c u < iR, G GD <0; 

LH GO) = 0,60) = 2 — 28 过 0, 易 知 :G(x) 在 (wx ,1) 中 存在 
ME-- uo, ff Gu) = 0, H 

4 0< u < ao 时 ,Ge) > 0; 

M ug Lu K1, Gu) <<0. O] 

引 理 3 Rp<q ptg a3 H4 p> Onf.2?/p > 2y, M 
OKu <I, A 

drezu Ow Unu aa 
P q me 
SE MAL 4 AA u = 0 或 (p,9) = (1.2). 

证 明 SH = (044) - Ud —4)? ]/p—- Ff +4) -- 
1-4)" )/¢,. WW Aa) =A +40 H Aur CU +e | 
— (1]— uu)? . 

当 p 达 1 时 ,pp 一 1 过 gqg 一 1 全 1 一 《pp 一 1). 由 引 理 1 知 .H'(x) 
之 0, 等 号 成 立 当 旧 仅 当 x = 0 或 (p,g) = (1,2). 于 是 HW 之 
HO) = 0, 等 号 成 立 当 上 是 仅 当 w = 0 或 (p,q) = (1,2). 


当 户 六 1 时 ,由 于 函数 Ar) = 2 在 (0, 让 5 上 严格 递减 ,在 


Cage + co) 上 严格 递增 ( 详 见 ( 六 ) 中 推论 1 的 证 明 ), 且 h(1) = 
h(2) FFU Ap) Sh) 即 知 pp 十 9 二 1 十 2== 3. 从 而 0 一 
p—-1<q-1<1— (— 1). H31% 2 A: A’ u) 在 (0,1) 上 有 
唯一 零点 u H 

当 0< xz< u F,H GO >0,M Haa > H(0) =0, 


62 


Y up <u <1 Bt, H' (Cu) <0, HGO > HC) = 2°/p — 2/9 


c= 0. 
H LAr, Wu) 之 0, SS ae ay 24 HIH u = 0p) = 
(1,2). E 


(五 ) 充分 性 的 证 明 


由 (三 ) 中 的 等 价 性 命题 1 和 2 ,我 们 仅 须 证 明 : 
命题 3 Wa>r>odomu<l,p<cqsjipty <3.4p>0 
Hy 2° /p > 2%/q,%4 q < O0 时 ,p27 < 42’, WA 


ALG wp? At Un we \ 
s + (1 十 na $ + (1 + ma (18) 
证 明 上 述 不 等 式 等 价 于 
lpt dau? 1, A 二 (7 
A) = — 一 一 一 一 一 -一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 ~ 
EAD g AFO+uy pp XO 二” 
(19) 


/ | 1 ] - 
但 PO = 本 | ee pay 
人 LTG 


1 | 1 ] 
一 
= (AR + Bà + C)/Q0), 
其 中 QA) = [Ad Ga J[A + pu] 
xj ad «2? }fA4 Adta], 
A [A Tu A uY t/q LCL bad? 1 a! ip. 
Bee LCL 4 we)? fC we) SLC aa Ge ad /yg 
LA wt > aw JL +a? = wd? ]ép, 
C= -wT | u) ad o u) t] g) 
LA tw? -Aa CO ph. 
Cpa) #42),C- 2, 1) 时 ,由 31 理 3 得 A moe, 
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4 (p.q) = (1,2) H,A=0,B=— 4u°<0,C = 2u* (1 — 4’) 
> 0; 

“4(p,q¢) = (— 2, — 1) HA =— 247/0 一 好 2) < 0,B = 
4u? / (1 — wu) > 0,C = 0. 7 

Al a E A) gE TEAR Ay FF OCA AATF’ (A) > 0, 
4 A> A, Bt, FCA) <0. BRL, 24 A> OM, FO) > FCO) = F(+ 
co) = 0. C 


(六 ) 推论 与 猜想 


6.1 文 [5j 中 ,我 们 证 明了 函数 R(p) = M,(zx)/M,(1 — z) 
在 1 一 1,1] 上 递增 . 现在 ,我 们 应 用 本 文 建立 的 定理 来 拓 广 羊 调 区 


f]. 
b k 1 : 一 oes _ M,@) | 
推论 1 设 0 Ir; S > „3 =], yn, MIRR Cp ) -M,a — T) 


1 i g> 
在 | 一 525 fag | 上 单调 递增 . 
证 明 5- <p<gq<rs 时 ,| 十 g| <i <= 2. 88-- 


< 3. 所 以 ,由 定理 ,要 证 R(p) SR), RAE: 4 p > OO ~2°/p 
= 2/g; 当 9g 二 0 时 ,p27? < 2". 

4O<p<q<p Fs 时 , 令 令 Ar) = 2 > 0), HW A) = 
=-(In2 — =). PAUL, 4 0 < r < pas BA (r) 之 0, 从 而 h(p) > 
h(q). 


当 一 ind 1 <p<q<0m,4 klir) = r2 (r <0), WR) = 


2 (1 十 rin2). 所 以 , 当 一 ;<r 之 0 时 ， k'(r) > 0, 从而 上 (2p) 一 


k(q). | [J 
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6.2 ”值得 注意 的 是 ;本文 定 理 中 不 等 式 (4) 成 立 的 条 件 是 对 
任意 自然 数 n 而 言 的 . 然而 ,对 给 定 的 自然 数 7 而 言 ,(4) RHA 
件 尚 可 放宽 (例如 : 当 n = 2 时, (4) 成 立 的 充 要 条 件 是 p <Q). 

MBL BOK SS = len 3,9 <q lp H q! 


S 3n/(n — 2), %4 p> 0f, [1 + 27/@ — 1) P Slit+ 27/m 一 
1)", 4q<0nf.[1 +2°*/(n—1)}* Sf 4+ 277/@ — 1) 1". 


则 
Sa? i/p Yr 1/q 
> (1 一 a;)? 2) (1 一 X; 
等 号 成 立 当 且 仅 当 z 一 = rn 
6.3 ESRI A EB K 还 对 初等 对 称 函 数 E, Ca) = 


>， Uad<r<a) 建立 了 如 下 不 等 式 ， 

Ii < Sn f=) 

E, (z) E(x) 1/2 F(z) Vin 

Ba» 2 Ig => | 之 -> EU | ? 
1 


其 中 OSS 5? = 1,2,°°* yn. 


(21) 


Be Le 对 Hamy 平均 G,(x) = "| > | - z, | ifr 


1&i Leci Kn j=l 
aSrsKan) 提出 了 类似 于 (21) 的 不 等 式 ， 
猜想 2 BOS a SS = 1,2, nl 
G, (x) Gr) 、 G,(z) 
G (l — z) > ORG | 一 x) 之 之 Ga — 7)’ 
等 号 成 立 当 且 仅 当 £] 一 Ta = te =— Ty 
6.4 XNA FETE 


Ia) =|” Fron 


r 


(22) 


(TT 27) €N) 
了 + T j=l 


= F 
f -> Oye vn = 6 


i Ky Fan 型 不 等 式 : 


捕 想 3 设 0 < <$ j= = 1,2,°° +n, Il] 
f(a) LL) I(x) 
wee ee TTEN 
LG x) “Td - Cj -元 ) = 之 ATC --7) 一 一 (23) 


6.5 ”在 定理 的 相同 条 件 下 ,我们 有 
推论 2 在 二 O, Mij 
Mi x) Mya) <M ~-r) 一 MiCx). (24) 
性 别 地 , 当 7 一 一 1,(p,q) = C- 1,9),09,1) 时 ,得 Alzer 在 F11] 
中 建立 的 主要 结论 ， 
1 1 
Had -x) Ht) “Gq— x) Gr) 
od .了 
SA =a)” AG): (25) 
证 明 中 伦理 得 MM -zx) Mr MC] — x), Bl 
IMG) + ne ~ a)? — [Mi(z) — MA — x)? 


(28) 
LHR TH PE Mir) + Mr) <M) + M,A r), 
得 
Mx) -M,A -2) RCM) - MQ — x). (27) 
IH C26) 和 (27) 得 
M) MM) + Ma -x), (28) 


由 不 等 式 (24) RI. | 
6.6 Alzerim 建立 的 4S Ky Fan 型 不 等 式 
CUD GU =) KAG) 一 40 ~ x) (29) 
Gorit Ky Fan KÆR: OCD 等 价 于 
G(x) + AQ — a2) L Alx) + GO — r); (30) 
XO CO) + GU = 2) SA) + AG 一 2) 等 价 于 
GO = x) -- A(z) L AQ — x) — G(r), (31) 
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从 而 
GOD + ACG DP [CO 7)- AG)? 
STAG) GUI aw}? TAG- x) -- G@]}, (32) 
即 
GMAT ~ r) SAGA —- r), (33) 
它 等 价 于 Ky Fan 不 等 式 (1)， 
最 后 ,我们 给 出 Fan--Alzer 不 等 式 (29) WH AE JER: 
猜想 4 KOKA ; Pee denen 22 pogg 21,08 
p+ aS 3,54 p > OR.2?/p > 2/9, 则 
M(x) Ml DAM: a) - MJ - x). (34) 
说 明 ”本 文 的 工作 完成 于 1988 年 2 月 ( 见 [8]). 1993 年 出 版 
的 [9 一 10j 记 录 了 本 文 的 主要 结果 :但 在 此 之 前 ,证 明 一 直 未 正式 
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三 元 四 次 对 称 不 等 式 
福建 南安 市 五 星 中 学 陈胜 利 


1971 年 ,Stolarsky''] 发 现 了 关于 三 角形 不 等 式 的 如 下 基本 定 
理 ， 
设 (a,6,c) 为 次 数 n <3 的 实 对 称 齐 次 多 项 式 , 则 不 等 式 
F(a,b,c) 之 0 对 任意 三 角形 的 三 边 4a,b,c 成 立 的 充 要 条 件 是 
F(,1,1),F0,1,0),F(2,1,1) > 0. 


据 此 作 代 换 : 
a=y+2,b=rt+r,.0=—-2+ y, 
则 可 得 到 与 上 述 定 理 等 价 的 如 下 
命题 “次数 上 私 3 的 实 齐 次 对 称 不 等 式 F(z,yyz) 之 0 对 任 
意 正 数 x,y,z 成 立 的 充 要 条 件 是 


F(1,0,0)5F(151,0),F (15151) > 0. 
那么 , 当 次 数 n 宇 4 时 ,是 否 有 类 似 的 定理 呢 ? 对 于 n 二 4, 我 们 
有 上 述 命 题 的 如 下 推广 
定理 给 定 三 元 四 次 对 称 不 等 式 : 
r(x,y,2) = AC >} x)’ 十 ">> (yz)? -+ v> zz 
HRC x)? Sd) yz SO Quv k ER, (1) 
则 当 丰 之 一 54 时 ,(1) 对 任意 正 数 工 ,y,z 成 立 的 充 要 条 件 是 


F(1,0,0) 一 4 之 0 (2-1) 
F(1,1,0) = 44+ 16A+ p29 (2-2) 
F(1,1,1) = 3092 + 27A+ u tv) Se. (2-3) 


“4 k< SAM. AFO.1.1I) = 0.00) 对 任意 正 数 Xx,y.z 成 立 的 


E 


-一 一 aara i ae auaa 


TERE 


(F(1,0,0) = A> 0 l (3-1) 
lau ce (GBA + k)? = (u F 0)?/81. (3-2) 


为 证 明 此 定理 ,我 们 先 建立 下 面 的 
引 理 ” 设 zx,y,z > 0A E RWA 


天 (Tvyyz) = (Xir) >) yz 一 - 4 >》， (yz)? 一 5> zz 


之 0， (4) 
BoC yz) = (和 x)! =- 16 >, (yz) -= 11> 7 人 > = 0， 
(5) 


Feyz) = BCS a) + CBA 1 > (yz)? 
= (36% — 154 + DD rfl 


— Ad) x)? > yz = 0. (6) 
证 明 ”由 齐 次 性 不 妨 设 
yr ls © 7) 
则 据 人 4BC 中 的 恒等式 

>g Fig = =}, (7'} 
ate Bt fy ate fg = tg fg 2, ® 
a= tg Ste Gy = (8 GIB 57? ~ 1B DIB 9” \ 
SYtg 4 = UR +1)/s, Ie 4 = r/s, (9) 


(s,R,r  AABC 的 半 周 长 ,外 、 内 半径 ) 得 
> yz = (AR + r)/s’, 
> (yz)? 一 [4R 十 一 257 V/s", (10) 


于 是 (4),(5) 可 化 为 
SR +r) —rAR +r >o, 
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st + 21r’s? 一 16r°(4R +r)’ 20, 
mE Gerretsen KER s? > 16Rr — 57? R Euler 不等式 R -2r 
0, 易 证 上 面 两 式 成 立 , 故 (4Y,(5) BEC PSS HA r= y 
= z BPR). 
为 证 (6) ,我 们 可 将 它 整 理 成 如 下 形式 ，; 
HAHA) = aA — bA Hey 2), (6°) 
AF 
Qo `~ ON | 9X (yz)? 一 36 > ziHiz 
== [st 54s 1 VAR ia G ~ C100) 
= [ (s? — 277°)? | 27P(R 2R | o9, 
by = O dye | sA Gey? -15 >x 
— [2977 (ZR — i3r) + 6r’ 4R 4r) Jst, 
o o Boo Dells 
= 3r i CAR 17) jj/s'. 
W ao OO Bll s? = 27r, R ~ 2r FZ ba- co OO ATG AA) = 
DRIGO REGX a = y = z) a > pO R 
A-= bg — daoco 
-= 12s fr’ st —-2¢2R® +10Rr -—r’)s? 1r(4R 4 6975 
<S OCUML25 3 理工 的 证 路 让 
从 而 PAo 之 0 06 > 得 证 (这 时 等 与 成 立 当 且 仅 当 24 = By /a, a, 
> Ose yy 2 人 2 一) 一 0)， L 
定理 的 证 明 BEO 成 这 ( 对 任意 <y > 27 的 必要 条 和 件 
是 (2-1) ~ (2-3) 各 式 成 立 . EIRT HRS 54 时 ,由 (2-1) 
Xil A z> o. WH k >o, A 
Flr, yga) > AC >) a) t KX, yzy 《274 + 9k 
we) Sa Pa + ROS Sey? SS yz( 由 条 件 (2-3)) 
一 REC S14)? yz a 9 > xr || x2] -+ Al ¢ Sin) 
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— 27>) 2 [1214+ o>) Oz’ afl] (11) 
> RIC >) 2)? >》 yz 一 9>,z| > 十 ALC ox)! 
— 27>)z[[zJ— (4k +1600 > (yz) — Se [] 21h 
条 件 (2 一 2)) 
= REC >) 2)? Dd) yz 一 4>) (yz)? 一 5 > z+ [| x] 
+ ALC} zt — 16>) Gz)? — 11 D2 [Jz] (12) 
之 0( 由 (4),(5) RR ALSO); 
而 当 0 >>& 之 一 5 时 ,如 上 ,由 (2-3)、(2-2) 可 得 (12) 式 , 再 由 (5) 
式 及 4 之 一 >o 


F (x,y,z) SRECA yz — 4 (yz)2 — 5 Sz] ] cz] 
一 二 AL — 16>) (yz)? — 11) zz] 
= — ZIKOS 十 4 之 (yz) 十 14> z [|< 
— 50>) 2) X) yz] 
> 0( 在 (6) 中 令 为 一 = 即 知 )， 
故 当 有 之 一 54 时 定理 成 立 . 当 上 < 二 一 54 时 ,车 有 
则 由 必要 条 件 (2 一 1)( 即 4 之 0), 只 要 考虑 上 二 一 54=0 及 上 二 
一 54< 0 两 种 情况 . 对 于 第 一 种 情况 ,假设 不 等 式 (1) 对 x,y， 
z > 0 成 立 , 则 有 
0 和 (zyyyy) = py (22? + y) — Cut 9K) zy’? C27 + y) 
+ kyz + y)? 
= ylz — y| yuy + 2k(2x + y)], 
&y == tz ,t > Ot 1,79 
jt + 2k(t + 2) >00, 
再 令 1 > +0, ASO 5k<0 FR TR) 成 立 的 必要 条 件 是 


er 
‘2 


(3-1) BD A> 0, 下 面 只 要 证 明 : 当 上 < 一 54<0 时 , 行 有 (2-4)， 则 
(1) 成 立 的 充 要 条 件 是 (3-2). PXE EO RL MWA c= tyt 
>> 0,t 去 1 时 , 有 
F (tyyyyy) = y [ka + 2)?(2t +1) + AGH 2) 
+ (2? +1) — (Ok + 27A+ wt + 2)] 
= y'g(t)(t — 1)? > 0, 
其 中 g(t) = A? 4+ 205A + ht + 16A4 4k + ps 


__ 2 
令 1 一 一 A FES 0), sth go) 之 0 得 


(由 (2 — 4) 知 上 式 右边 = u + v)’/81). RS? FERRY, N 
Fizr,y,z) = RECS) x)? >》 yz 一 9>,z|| xz] 


o 
+ ODEJ) 一 27 > z[[ 2] + ory (yz)? 一 Salle 
= SXRD zy + (3A, — 1)? >) (yz)? — (36% — 15% 


+1) dic] z— ACS x)? 2》 yz] GEP a = 二 一 4/&) 
之 0( 由 (6) Å), 
即 (1) 式 成 立 ,可见 当下 < 一 54 时 定理 也 成 立 . a 
附注 ” 当 二 一 54 时 ,车 (1,1,1) >0,0b EER, 
(3-1),(3-2) 是 (1) 成 立 的 充分 条 件 . 


另外 我 们 还 有 与 上 述 定 理 等 价 的 如 下 
推论 RW F(x,y,z) =a) t +a za(y + 2) 
+a, >) (yz)? +a, >》 zzyz (a; €R), (13) 
w a + a Z ooa) 对 zyz > 0 RV KEKE 
F(1,0,0) =a, 20 (14-1) 
rano = 2a, 十 2as 十 as 之 0 (14-2) 
F(1,1,1) = 3(@ + 2a, +a, +a) 20, (14-3) 


(3 


而 当 w ta <I, EFA, D 一 0, 则 (3) 成 立 的 充 要 条 件 是 


(F(1,9,9) =a, >0, (15-1) 
Ta (at Lag) D> a, (15-2) 
ERL Ls Hy ES 
at =( S12) 42 30)? £8 Na [a 4 Sa? yz, 
(16) 
> my te) 2D) G2 shefe +O] >) yz, 
(17) 


daye ~ Depo, (18) 
并 比较 (12) 及 (1) 式 可 得 

A:= al 

L = 2a, ~- 2a, | a3, 

y = Xa -- ba, 十 ay, 

k =-- 4a + az, 
将 它 们 代入 定理 中 有 关 式 子 , 经 整理 即 可 得 到 了 述 推论 . a 

了 略 举 数 例 说 明 上 述 定 理 的 应 用 . 

例 本 Tyski Us 求 让 


Sla >t > UTO i- 过) SS (2): 


“yy, HIE Dro Zo va). (19) 
证 明 ”由 恒等式 (16) … (18) TMD ~ 他 各 等 价 于 
20702) +65) Ge)? 21> > ee >0, 
4 >) (ye)? 5 atta | (> 2) SJ yz S 
> (yz) — DAES IE; 之 0， 
CD £4 >) (ye)? +d Dd) x 50>) 29 > ye Do, 
以 上 和 台式 中 的 系数 均 满足 定理 中 的 条 件 汪 一 54, 并 且 当 (zx,y,z) 


| 


> yi AY (1,0,0),(151,0),C151,1) 时 不 等 式 均 成 立 , 故 据 定 理 知 


(19) 成 立 . | 
例 2” 在 人 4ABC 中 , 求 使 下 式 成 立 的 最 大 
> vctg4 > > [e+ 3 A (20) 
S'a. [fa 
4 Sn 2becos A ae $- 人 
和 解 由 DctgA = © éd 2pcsin4 4A Bs 162° 


知 (21) 等 价 于 关于 三 边 a,b, 的 不 等 式 ， 
(Dae SAadjas [la+ B aaf] Hea, 
(20') 
作 代 换 a = y + z,b =z +r 二 十 y, 可 得 
一 2 > 2, a? 一 20) 2) -一 2 > yz, 


>》 ,pc = (ÒS r) 十 >》 yz, 


>》, (bc)? 一 (> 2)! +>) (yz)? +6 > zz 一 2( dr)? > yz, 


Jla = DT yz — [lz II (b +c— a) = 8 | | >， 
于 是 (20') 可 化 为 关于 x,y,z > 0 的 不 等 式 : 
/zyz) = 405) x) +45) Gz)? 
— (40 — 184) > ,rx (8 + 2400S) 2)? S yz Do, 
注意 到 Sad, D = 0, 于 是 据 定 理 知 上 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
5 X 4— (8 + 2a) > 0 
yano 一 4 之 0， 
f(1,1,0) =— 4(8 + 2A) +16 X4+4>50 
5 X 4— (8+ 2a) <0, 
i cas > (3 xX 4— 8 — 2A)’, 
妈 4 < 9/2, 故 使 不 等 式 (20) 成 立 的 最 大 A = 9/2. [ 
以 上 表明 ,关于 正 数 x,y,z 或 三 角形 三 边 的 齐 四 次 对 称 不 等 
式 常 可 化 为 (1) 的 形式 ,并 据 定理 给 定 的 判断 条 件 验证 其 是 否 成 
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re a ars 


到, 这 不 仅 在 理论 上 而 且 在 实际 应 用 上 都 是 很 有 意义 的 . 


1] 


L7] 
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Janous 一 Gmeiner 不 等 式 的 完善 
福建 福州 市 第 二 十 四 中 学 MFR 


本 文 将 完全 用 初等 的 方法 来 研究 Janous 一 Gmeiner 不 等 式 
(下 文 (1) R). 我 们 首先 对 此 问题 的 提出 和 研究 现状 作 一 个 简单 
介绍 ,然后 再 给 出 并 证 明 问 题 的 加 强 . 

为 叙述 简便 ,本 文 将 统一 采用 以 下 记号 :在 人 4BC 中 ,二 边 为 
BC = a,CA = b, AB = c EI MR PROS N mamm R Ar 
分 别 为 A4BC 的 外 接 圆 半径 与 内 切 圆 半 径 , 应 用 记号 > 表示 对 
Ty z 轮换 求 和 ,如 Mae=rtyte, Sl yz = ye er + ry $. 


(一 ) PRRI E 


1986 £, W. Janous 在 文 [1 中 提出 了 
命题 1 在 人 A4BC 中 ,有 
Sja. $) > >o, C1) 
1987 Œ ,W. Gmeiner fi] W. Janous Æ 3c[ 2 | A. hy H Ze oT 
变换 ( 见 以 下 引 理 1) 又 提出 了 
命题 2 在 人 4BC 中 ,有 
Dy 一 > Dama > 2. (2) 
由 于 直接 证 明 (1) 式 比 较 困难 ,此 后 ,人 们 一 直 在 探讨 对 (2) 
的 证 明 . 
1988 年 ,W.Gmeiner 和 W.Janous 以 及 1989 年 单 墙 和 刘 亚 强 
(7 


Te re 


分 别 几 微 积分 知识 独立 地 完成 了 对 (2) ESA HY PH Les. 
44. 1991 年 , 陈 计 在 文 [5 中 ,用 初等 方法 证 明了 (2) 式 ,同时 在 
1992 年 ,他 又 给 出 并 证 明了 (2> 的 册 强 式 , 即 
命题 3 在 人 48C A 


2) 一 ' Sim > l5 14 at (3) 
“4 AM AABC 为 正三 角形 时 ; (3) ARES. | 
1987 Œ, W. Gminne Al W. Janous 在 | 3] 中 还 同时 对 (2) 式 提 
iT ARE Hy 
m4 WP WAAC 内 一 点 ; 则 
Ss .DPA>s. C4) 
1991 4 3 月 , 杨 学 枝 加 强 了 (4) 式 , 得 到 
Mes” 在 八 ABC H ,max(A, B,C) ~ 4,P 为 此 二 角形 
所 在 平面 内 任意 -点 ,那么 
AS EE tay 


~\ ] -q A 
Jy } 4 | pac 22. r 
2 = PASA toese g: (5) 


DYAL A nt 


了 AN A `. . Eo A 
ys Dd PAS + ese =) sin(— + 分) 

a z ` 
> 4 十 fa (6) 


由 以 上 介绍 可 知 , 对 于 (2) 式 的 研究 可 以 说 已 获得 圆满 解决 ， 
但 对 原 问 题 , 即 对 (1) 式 的 研究 和 所 得 到 的 结果 其 少 . 1991 年 , 安 
振 平 在 文 L8] 中 给 出 了 

命题 7 在 八 A4BC 中 ,有 


(7) 


7d 


l l ~ 
HH s = 7 2a Fe ùle el. 


$(7) 式 的 启发 ,1992 年 , 石 世上 昌 又 给 了 较 (1)、(7) 更 强 的 式 
“Fo Bp 
SEs” 在 人 4BC 中 ,有 
~、3VY3 
ies M, > 5 i 全 


(8) 


Hees = > ad 一 一 了 lb 一 cl 
命题 att 在 人 4BC ih 有 
1. 2V3 _ 
Do 元 Mi, > M(a.b.c) b,c)’ (9) 


In9 — in4 | 
HR k > ings naa ~ L 1 


(8) 与 (9) 虽然 加 强 了 (1) 式 , 但 从 形式 上 看 ,并 不 理想 . 
本 文中 ,笔者 证 明了 如 下 不 等 式 “: 


4 

D4 * ws m. 之 of + SER 
>> 10 + (V3 — 10) &, 
于 是 , 便 圆满 解决 了 1986 年 W. Janous 所 提出 的 问题 . 


(二 ) 问题 的 解决 


以 下 几 个 引 理 在 解决 问题 中 都 将 起 到 作用 , 故 先 子 提出 . 

引 理 1 (Klamkin PIR EM) 设 qla ,b,c ,ms msm) 是 
AARC PEF a b,c 对 称 的 零 次 齐 次 函数 , 则 

Kab, C Mamy m,.) 之 上 (常数 ) 


(10) 


的 充 要 条 件 是 
Zo fm 2m 工 上 
PCy Mas gresg Mer ArT Os 5c) ZR. 
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证 明 人 参见 文 [4]. 
引 理 2 在 八 4BC 中 ,有 
Da? D Pe > 3abe + Ya?, (11) 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 ,(11) 式 取 等 号 . ~ 
证 明 PARMAR 一 一 a 十 b 十 cy =a 一 b+cz—a 
+b — c, Wy 
Sa ° SB? — 3apc « Da 
— DJE 。 DE: + y)i Cr + 2)? 
80+ DE +2 @t y+ M2? Syz)] 
= TD ° Dr + 3X ° (>) yz)? 十 2 >,z . Dr . >) yz 
一 3(>,z ° >) yz — zyz)» Or + 2 yz)] 
-= LD) 一 X yzy +z) + xyz D9] 
“= os Sata" — w(x? — 2?) So, 
最 后 一 步 用 了 Schur 不 等 式 . oO 
应 用 引 理 1 的 中 线 对 偶 变 换 于 (11) 式 , 同 时 注意 到 恒等式 ， 
4 m? = 3 dia’; 16 >) mim? = 9 >) Bc? ; 
引得 
5| 理 3 在 八 4BC 中 ,有 
`) i > 12a 


Mem, a > pc? 


, (12) 


HRY AABC 为 正三 角形 时 , (12) 式 取 等 号 . 
5| 4 在 AABC 中 ,有 
Ye Om? > 8 =, (13) 
当 目 仅 当 AABC 为 正二 角形 时 ， (13) 式 取 等 号 . 


SO 


这 是 陈 计 与 楼 红 卫 在 [14」 中 给 出 的 不 等 式 
Sa (pay >9 
在 P = G 时 的 特例 . 
引 理 5 在 人 4BC 中 , 记 z È, 
(>ja) ° >a 4 
ST ee? r+ 3° 
当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 ,(14) 式 取 等 号 ， 
证 明 记 a 十 6 十 c 王 6V3yr, 由 文 [11] 可 知 有 
>a = 2(27y? 一 8z — Dr’; 


之 8 十 (14) 


D @ 
322 — 5 S279 S162’ + 8r +3; x Sl. © 
在 (14) RAYE x 一 > 代 换 ,并 经 化 简 得 到 
(82 — 3) 27y — (Br + 1) ~ 1 D 
(27y 六 一 (人 16z — 2) © 27y + (8x +127 2(r + 3)" ` 
因此 ,要 证 (14) 式 成 立 , 只 需 证 O REZ. 
AAAI © 一 鲜 式 ,我 们 不 难 证 明 
(82 — 3) +: 27y* — Br + 1)? i 
(27y) — (16x — 2) 27y + Br +1) 
~ (8a — 3)u — (Br 二 1) ° 
T w? — (16r — 2)u + (8r +1) 
_ 642" — 242" — 8x — 5 
= 86t + 8a? + 2r + 1)’ ©) 
这 里 xz = 16a? + Br + 3. 
事实 上 ,我 们 只 需 证 明 © 式 左 端 减 去 右 端 并 经 通 分 后 所 得 式 
子 中 的 分 子 不 小 于 零 即 可 . 这 时 分 子 为 
ô = | (8x — 3) + 27y — (8a + 1)? Jf? — (6xr — 2u 
+ (82 +1)? } — L£(8x ~— 3)u — (8x +1)? ][ (27y"»? 
8] 


di 


一 《167 — 2) + 27y? -+ (Br -f 1y] 
= (u — 27y) {| &r 一 3)2 — (82 + 1)? ] -27y 
— (8x -+ 1)?(162? + 2)}. 
由 :于 LL (8z — 3u 一 (82 + 1)? ] + 27y’ — (8a + 1Y 6r’ + 2) 
> [Br — 3)(16z? + 8x + 3) — Br + 1) ] 332z — 5) 
-- (82 + 1)? (162? + 29GB @D x) 
= 16(1922* — 1527r? -~ 26r? — 177 + 3) 
= 16(x — 1)(19227 + 402? + 14x — 3) 


= OG @ 式 )， 
Yih @ ARM a 一 27 如 之 0 因此 ,以 上 3 之 0, 故 知 加 RRAZ. 
其 次 ,再 应 用 © 式 , 易 证 


64z3 - 24x? ~ Ba -5 4 
1624 + 827 + 2r +i 7 x43’ 
AERE OA, 14) Tomi, MAHER FAA, 24 HA4 AABC 
为 正三 角形 时 ,(14) 式 取 等 号 . E 
下 面 ,我 们 给 出 (1) 式 的 加 强 式 . 
定理 Æ AARC 中 ,有 


rr . rm ar i tr 


Daz Se 


1 ail | 
a = 9 
aa mZ 4) 38 + Sp 
oy BAL ANABC 为 正三 角形 时 ,(15) 式 取 等 号 . 
证 明 在 (13) 式 中 ,应 用 引 理 1 中 中 线 对 偶 变换 ,可 得 到 
(Sja e D> 36 
应 用 上 式 以 及 引 理 3 中 的 (12) 式 , 便 有 
-x v 17 
DODF 
= Qae X, H2O a > 
| RC jad > ae 


-之 46 ~ 上 + 


Nipe 2 


(15) 


bP TUS eee ot oy 


=a 
— 


mT) A, 


击 此 即 得 (15) oh, Bi TLS 当 AARC 为 正三 角形 时 ,(15) 式 中 


下 等 号 . 
推论 1 在 人 4BC 中 ,有 
~a] 16r 
2a :之 L>ioi4 25(R F 67) 
当日 仅 当 A BC Wil Heit, (16) AR eS. 
(16) £84015), (4) 两 式 得 到 . 
如 果 在 (16) AT, EH RE 2r, nye 
42 Æ A ABC h, 有 
2a 2 > > 10/1 +: L+ SER 
> 10 HESI 195, 
w HIL AABC HIE = Ae at, 17) RASS. 
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Janous — Gmeiner 不 等 式 的 加 强 
浙江 新 旧 中 学 AS 


1989 年 , 单 坪 和 刘 亚 强 ”指出 如 下 的 三 角形 不 等 式 不 成 芯 : 


1 ] 3743 2/3 | 
m, T z + <-> s atb+e)/3’ 1) 


其 中 mm m, 是 边 长 为 a.b.c 的 三 角形 的 中 线 长 ,s 为 其 半 周 长 . 
若 将 分 子 3Y 3 改 成 较 小 的 数 5,(1) 式 就 成 为 由 Janous[5 在 
1986 年 担 出 的 有 名 不 等 式 : 
oto +o >, (2) 
M1) AL] 分 别 独 立地 用 微 积 分 知识 证 明了 (2) È. 1991 
oF 陈 计 an 用 初等 方法 给 出 了 一 A fal WY WE BH. 
本 文 将 (1) 式 右 端的 分 母 (a 十 5 十 0) /3 放大 ,建立 如 下 的 
定理 对 三 角形 的 三 边 长 xc.2.c ,定义 攻 平 均 M,(a,6,c) 
— | 本 i k , 则 当 


\ 


Ing - -nd 


bp — -i — 55958% : 

上 ] 2 3 | 

Ay a a- t, -—--- — > — -- 1 
时 ， GPS 十 部 n.” M,(a,bsc)’ (4) 


只 号 当 自 仅 当 4 二 6 二 < 时 成 六 H ko 是 最 佳 的 . 
值得 预先 - -IERE s RRI] k = ko 时 还 将 证 明 (4) 要 比 (2) 式 
JR. 


3E Am = VG Foy a, 


&5 


2 
me = E [EE] + 20" Sh a <6 <e wt, 
1,i1i2,intl,2. 


(1)M,(a,b,c) = Ml a, y cote ars £ 
WH u HIH b = c 时 成 立 . 
证 明 G 因为 a 志 56 志 cc, 所 以 由 二 角形 中 线 长 公式 易 得 ,m。 
< “Sem, < v3, 因此 
1 1 1 1 2 
Sins t m Tae) > Ut a] 


m?.— m? m; — mj; m; — mł 


| a> ko > 1) 


=m, =m, =m, 2S m. H m S 


© MaM (M, + m) mym, (m, + m) mM (me + m) 


Mme (m, + mM, ) mM, 
(mi 一 mi) (mi 一 mi) 
“> | 24 A 
a | mM, (mM, 十 m,) 
f mem Cm, 十 Mo) 


3 6b 十 c|” 2 _o}2 2 22 3 3 | 

>{ Fl | 5 +c 2 | (c H| oO +0) z Ce b)? 
/mym,(m, + m,) 

= (b + 5c)Cc — b)?/16 + bmym,(m, + m) > 0, CG) ARA. 


Gi) ABARRE] SPE! TET 


> 2| 和 二 5] , 易 得 证 明 E 


定理 的 证 明 ”由 对 称 性 ,不 妨 设 < 委 2 委 <. 
因为 当 k = ko 时 ， 已 知 Mi(a,b,c) 之 M, (a,b,c), BA 5 | 
知 ,我 们 只 要 证 明 : 
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— (må + m? — 2m) — (mi — mi) | 


1,25 2 


m m 
i Mi Qs 


又 不 妨 令 ” 二 < = 1 及 a = 200 <2 <1), MG) 式 等 价 于 


f(z) =|? ta) l +4 | 一 V3 > 
3 V4 —r? JS] +22? m 
(6) 
求 导 得 ， 
1~ kp 
y LX 2 十 rt) 
f (2) = ES rod 3 | 
_ 2\ 5 2\4 
a E — | ) ek -| — | a a 
wwe , (1+ 2x2\2 422 —1)\F,1 
作 变换 st 一 (TEE) , 即 z= (LP) creep. 
则 (C7) RA MAES AMARA, 
2 入 一 1 
g(t) = s 于 7| "(2 +1) Ut). (8) 
i, _ 
S ht) = in| | a Or + »|- In(4— £), (9) 
求 导 得 
h' (t) = 9[2(2 — kotë + 12 +70 + kt? — 6t — 4(2 — k,) ] 
/(4t? — 1)(2 + #7) (28 + 1204 — 2), (10) 
FES pa) = 2(2 — kt? + 1247014 kt? — 6t 
— 4(2 — k), (11) 
求 导 得 


g(t) = 12(2 — kot? + 60t +210 HRO — 6. (12) 
显然 ,9 (4) 之 g( 方 ) > 0 fF A) <01) > 0, 所 以 ot) 


EGD 内 有 唯一 零点 , 记 作 to BIL << ty BY gt) < 0; 当 
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t <P <1 BH OCA) > 0. 也 即 . 当 于 <:< 志 时 用 (z) <0. te < 
t<(1 RACH) > 0. 

又 由 于 limh() 一 十 oo (HH k —1<0),h(1) = 0, 所 以 
h(t) EGD 内 有 了 唯一 零点 nME <t,<tp. JEE <t<t, 


时 h(t) > 0,242, Lt <I RAG) <0. BHS << 时 g(t) 
> 0,%4%4,<t*< 1 ga) < 0. 


再 因为 x+ EF tA PAK x -|2 Pedy 内 单调 增 


ET 

2 i 

加 ,所 以 mu = SEE? € (0,1,3 0 < 2 < ro Bt fe) > 
l 


0,4 zo <x <1} f (c) <0, B) r= 2, f(a 在 (0,1) 内 的 唯 
一 ( 极 大 ) 驻 点 ,f(z) 的 最 小 值 在 区 间 (0,1j AY Ba ag A a. 但 由 ko 
的 定义 易 算得 lim f(x) 一 0, 又 显然 f(1) = 0, 因 此 , 当 0<z 委 1 
时 , 恒 有 f(z) > 0. 故 (4) 式 成 立 

又 特别 地 令 a = 0,6 一 < = 1, 这 时 m。 = 1m, = m = =. Il 
(4) 式 成 为 : 


2(n3 一 In2) 


2V 3 
=a) Ti k > aias — Bin Ind T Ae 
3 
因此 ,& 是 不 可 改进 的 ， o 


最 后 ,我们 证 明 当 k= 二 有。 时, (4) 比 (2) 式 要 强 . 
为 此 ,5 引进 三 个 正 数 ,4 ~ 一 zeto — a) p= 六 Ce + @ oa b), 
— = (a +b —c) FRAS eS. 


KAA +e Atpt+u(ptvu + At+m=ut+ Artz 
dv) H k > 1, HA 
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(+v) + (A+ po <y + (A+ pt)’. (13) 
同 理 可 得 ， 
fot (A+ v0) < A+ p+ v)*, (14) 
FA (13). (14) POR BN, a + b + cto = (utv) + Cv à)’ 
+ A+ pe <2A+ pt vo = 2+ sho, Ait, 


M, (a,b,c) < E Ss. (15) 
注意 到 (之 六 一 243 ,就 得 
2V3 9 (16) 


M, (a,b,c) > s` 
从 (16) 式 即 知 , 当 = k, 时 ,(4) 比 (2) 式 更 强 . 
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三 角形 内 角 平 分 线 的 不 等 式 
华东 交通 大 学 土木 系 J R 


近年 来 ,有 不 少 文献 [1 一 5] 讨论 了 有 关 三 角形 内 角 平 分 线 
的 不 等 式 , 其 中 有 的 结论 较为 深刻 ,证 明 十 分 精彩 . 本 文 给 出 笔者 
最 近 发 现 的 一 些 角 平 分 线 不 等 式 , 并 提出 若干 猜想 . 

在 本 文中 ,我 们 恒 用 a,6,c 表示 A4BC 的 三 边 , A sor, R, A 
分 别 表示 AABC HWER AU BAKE OER KR A, ZA, 
ZB, ZC 的 内 角 平 分 线 分 别 设 为 ws,ws,w.. 未 作 特 别 说 明 时 ， 
AABC 均 指 任意 三 角形 ,另外 ,为 简便 起 见 , 文 中 省 略 所 有 不 等 式 


等 号 成 立 条 件 的 确定 过 程 . 
1966 年 ,V.O. Gordon 给 出 了 三 角形 内 和 角 平 分 线 与 面积 之 间 
的 以 下 不 等 式 ( 见 [6]): 
w + w t w 33 A. (1) 


这 一 不 等 式 较 弱 ,事实 上 我 们 有 下 述 更 强 的 结论 : 

定理 1 在 人 A4BC 中 有 

ww, 十 ww, 十 ww, 2373 A, (2) 

等 号 当 且 仅 当 A ABC 为 正三 角形 时 成 立 . 

笔者 在 作 本 文 初稿 (1994 年 5 月 ) 时 ,猜测 成 立 着 不 等 式 (2). 
陈 计 先生 7 月 初 来 信 告知 : 王 振 在 1993 年 9 月 已 经 证 出 了 (2) R, 
其 后 不 久 , 笔 者 利用 下 面 的 引 理 1 与 引 理 2 也 完成 了 不 等 式 的 证 
明 . 

引 理 1 + 


I 
aw CW, or’ 


{E} (3) 


90 


。 o A _ = 26 
证 明 利用 $s 一 a 二 rctg aoc = 4Rrs,w, = bac -COS 3" 
Sy uE 


不 等 式 (3) 得 证 . o 
注 ”符号 {E} 表示 其 前 面 的 不 等 式 的 等 号 仅 当 AABC 为 正 
三 角形 时 成 立 ,以 下 同 此 . 


引 理 2… 设 z,y,z 为 任意 正 数 , 则 在 AABC 中 有 
Sta, sve samen (ra + yb + zos 
x y z yza + zzb + zyc’ 
FFAHRA r= y = z 时 成 立 . 
加 权 的 三 角形 不 等 式 (5) 是 一 个 很 有 用 的 结果 ,后 面 将 多 次 
AB. 
定理 1 的 证 明 首先 ,在 不 等 式 (5) PR x = aw,,y = bw, 
z = cw. ,根据 引 理 1 知 
Sow Wa 
y > zbe Yoo, 
利用 apc = 4Rrs 得 


(5) 


2R N ww. 之 N aw | (6) 
其 次 按 Cauchy 不 等 式 有 
Slaw, = www, -2 > wS 
WW: S ww. 
据 此 及 (6) 便 知 


RC > ww.) 之 2WzW,W,S* s 
得 利用 abe = 4 AR 与 等 式 ， 


9] 


_ Babes 
Www: = ET ic F ala +b)’ (7) 


ay 64s° 
HA (Qe. > ET DE + ats (8) 
又 由 算术 一 一 几何 平均 不 等 式 易 见 | 
+o(Cc+aylatas 
因此 按 (8) 知 (Ò ww.) > 27 A, 
两 边 开 平方 即 得 不 等 式 (2). | | 
由 于 w 之 > ww ,所 以 不 等 式 (2) 要 强 于 不 等 式 (1). 
接 下 来 ,我 们 给 出 和 式 > ww, 与 R,r 之 间 的 一 个 不 等 式 链 . 
定理 2 在 八 ABC 中 有 
ZUR + 7)7 < ww, + ww, + ww, S 3IAR +r), (9) 
其 中 等 号 当 且 仪 当 AABC 为 正三 角形 时 成 立 . [第 二 个 不 等 式 在 


1993 年 4 月 已 为 王 振 得 到 一 一 编者 注 ] 
证 明 EO 的 左 半 不 等 式 ,由 等 式 (7) 及 杨 学 枝 5 不 等 


(4s)° 
27 4 


式 : 

Í l l l 1 

w. "W, 十 ve -之 R 十 or? (10) 
得 d 1) sabessA 
i 2) wie: > | R A (b +c) +H a)la tb’ 


利用 4 = rs 5 ab = 4Rrs 及 恒等式 
(十 cc 十 aa +b) = 2s(s*° + 2Rr + r°), (11) 


、 > SCR + 2r)rs? 
进而 得 > Ws. 之 4 ORr tp C12) 
由 此 可 见 , 欲 证 (9) AN 
CR + 2r)s* 2 
$ + 2Rr +r ; = > (4R +r), 
整理 即 得 。”(R 十 lerne > OAR +r)(2R +r. (13) 


再 据 Gerretsen 不 等 式 ( 见 [6j)s > 16Rr 一 57? 知 , 要 证 (13) HE 
WE: 
92? 


(R + 16r7)C16RK — 5r) > 2044R + 7)(2R +r), 
BN 239Rr 一 82r? > 0, 
由 Euler RFA R > dr 知 上 式 成 立 , 从 而 (9) 的 左 半 不 等 式 获 证 . 
再 证 9) 的 右 半 不 等 式 ,注意 到 以 下 代数 不 等 式 ( 参 见 [8 一 
9 |). 
Lelo + w) + ylw + u) + zlu +v)? 
> 4lyz + zr + zy) ve + wu + uv), (14) 
其 中 x,y y,z,u,v,w 均 为 正 数 . 
ATAD 中 取 z wy = wz woe = ty = bw 


DAAD g = gp Be = 00s 人 等 ,得 
(> 2cos 2 > pr De (15) 
利用 恒等式 : y cos 4 了 一 2 十 SR’ (16) 
易 证 (Jos 4) < 302 + 35), 


于 是 S ww, < 6Rr (2 + OR sp) = = 3(4R + r)r, 
BUCO) 的 右 半 不 等 式 得 证 ， C 
He f= Colombier Doucet H FAS S3(4R+7r)rCRQ [6 ]) 
Al. (9) 的 右 半 不 等 式 加 强 了 众所周知 的 不 等 式 : 》,wsrwv. 委 ?2. 另 
外 , 已 经 知道 (9) 的 左 半 不 等 式 中 的 系数 -9 是 最 佳 值 ,不 能 再 改 
进 . 
推论 2.1 — 4-142 51,1 {E 


WW, WW, WW, 3R? + 2Rr 


(17) 
证 明 ”由 不 等 式 链 (9) 的 右 半 不 等 式 容易 推 得 


] 3 : 
之 ww, > AR F r (18) 
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3 _ (6R 十 r)(R 一 2r) 、 


而 (AR +r)r — m tR > 6R2(4R +r)r 2s 
因此 不 等 式 (17) EV. 
. als —a) , b(s —b) , cls —c) 
推论 2.2 ww, tow, How, 之 azo. {E} C19) 
证 明 PATR a >b >c, WHE als — a) SDs — b) cl 
_ tel <z - 4 
人 ) ,又 注意 到 -< 二 < 二. 根据 切 比 雪夫 不 等 式 得 
(s — a) I 
SE 1.6 oS) Ww (20) 
利用 AABC 中 的 恒等式 
Sib = s + 4Rr +r, (21) 
Sia’ = 2(s* 一 4Rr — r°), (22) 
易 证 X jals — a) = 2(4R + rr. (23) 
于 是 根据 (20)、(23) 与 (18) 就 知 (19) RA. C] 


顺便 指出 ,根据 不 等 式 (2) 与 不 等 式 (14) 还 易 将 定理 1 的 不 
等 式 推 广 到 两 个 三 角形 中 , 即 可 得 到 以 下 不 等 式 
w,(w, 十 w.) 十 w,(w, + w) + w.Cw, + w) 
S6V34AA', | (24) 
其 中 W, sWe We» A 是 AA’ BIC! 相应 于 AABC 的 几何 元 素 . 
现在 ,我 们 对 锐角 三 角形 提出 类 似 于 (9) 的 一 个 猜想 . 
猜想 设 八 ABC 为 锐角 三 角形 , 则 
(wa + w, H wd 294R +ryr. {E} (25) 
下 面 再 给 出 和 式 》) i 与 Rir 之 间 的 一 个 不 等 式 链 
定理 3 在 人 4BC PA 
ji l l 1 
3R? 十 ys tt T ti S jp + 6Rr’ 
等 号 均 当 且 仅 当 AABC TE ATE RY 


证 明 REAR w, = 24/ acos >> “ya, 
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] x 
sy? >) oe = ya’ 十 X @’cos (B —C). (27) 
注音 到 acos(B 一 C) = bcosB + ccosC, XA 
> }a’cos (8B —C)= > a(bcosB 十 ccosC) 
= X be (cosB + cosC’) 


= > be X} cosA — > bccosA 


= DbccosA — J} Fb +e — a) 


一 S ,pc >,cos4 一 = De’, 
于 是 由 (27) 得 
») L = yp Xe > cos4 + 3 Da). (28) 


Wa 
再 将 A = rs 9 D cosA = 1 + 5 URCI), (22) 代入 (28) 中 , 整 


理 得 
(29) 


1_ 1 ， 1 4R4r 
2 gt at eRe + SRs? ` 


由 上 式 可 见 , 欲 证 (26) 的 左 半 不 等 式 只 需 证 
] 4R 十 了 1 
8r © 8 BR | 
按 Euler KÆR R > 2r 5 Gerretsen KER" ls? << 4R? 十 4Rr 十 
3 一 ,又 知 , 要 证 上 式 只 需 证 
l 4R +r 1 
4R + BCR? 十 4Rr + 3r’) > 3R’ 
整理 即 得 CR 一 2r)(4R + 3r) 之 0， 
这 显然 成 立 , 故 (26) 的 左 半 不 等 式 获 证 . 


由 等 式 (28) 还 可 知 , 要 证 (26) 的 右 半 不 等 式 只 需 证 

l AR +r 1 
PHBH A CRRNASR s S 304R 十 r)r, 故 (26) 的 右 半 不 
等 式 得 证 . C] 
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ra 


推论 3.1 a’cos(B — C) 十 bcos(C 一 4) 十 ccos(4 — B) 


<be+cat+abh {E} (30) 
证 明 根据 (26) MA BA SRA RS Or 知 
StotaaS<ge (31) 
于 是 由 恒等式 (27) 得 


Sj a’cos(B —C) Ss 一 Da => 4 Jè — $j), 


再 利用 Sa > Sbc, (EA > a’cos(B -0O S >) be, 即 不 等 式 
(30) 成 立 . LJ 
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三 角形 和 点 的 一 个 不 等 式 
江西 永修 县 第 一 中 学 RR 


本 文 给 出 关于 三 角形 和 点 的 一 个 十 分 有 意义 的 加 权 不 等 式 ， 
并 揭示 它 和 一 些 已 知 不 等 式 的 紧密 关系 . 
“ 引 理 1 Ra BY 中 至 少 有 两 个 正 数 , 且 BY + Yat al > 
0, 则 对 任意 实数 Zz,y,z 有 | 
(az + By + Vz)? > (BY + Ya + ap)(2yz 十 2zz 十 27y 
— z — y — z’), C1) 
等 号 当 且 仅 当 十 了 = ar 一 7 二 时 成 立 . 
引 理 2 ğa. b.c X AABC 的 三 边 , 则 对 人 4BC 所 在 平面 


上 任 一 点 己 有 

PB + PC n PC- PA n PA- PB 1, (2) 
S54 AM PABA AABC 的 垂 心 时 或 己 为 A4BC 的 一 个 顶 
点 时 成 立 . 


定理 Babe 为 AABC 的 三 边 , 则 对 任意 实数 ry 及 
AABC 所 在 平面 上 任 一 点 P 了 有 
(—PA +7 PB +Ž POY 之 2yz +222 十 2zy 一 — y? —27, (3) 
SIAHA = A = a AP WR AABC HE DH R= = 
Y Z -C 
b? — a? FE H P =C HRY. 

证 明 ”不 妨 设 (3) RAS 0( 不 然 , 不 等 式 (3) 显然 成 立 )， 
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ED ea = 4p = 98 y= 全 ,再 利用 (2) 式 , 即 得 不 
FAGO (等 号 成 立 条 件 的 确定 过 程 从 赂 ). LJ 

注 ” 当 zy.z 非 负 时 , (3) 式 对 空间 任 一 点 已 都 成 立 . 

以 下 我 们 约定 :a.6.c、s 与 AT RRA AABC 的 三 边 , 半 周 长 
及 面积 ;对 AA'B'C’ 用 类 似 的 记号 . 

在 (3) AP Rae=a',y=b',z=c' ,也 得 | 

推论 1 ” 对 A4BC.A4'BC' 及 任 一 点 已 有 

a. PA + "PB + “PC 
> v3 7 Beal Ta a De, (4) 

Fe SA 7z = z = SEPARA AABC 的 土 心 时 ， at 
b N 
所 ap LP = CR 

EDAP, Kar =at, y =b, =c, HERRAR, 

Hit 2° 对 和信 4BC、 八 4A'B'C' 及 任 一 点 己 有 


ee (5) 
FSM AS = = HP ABA AABC DET, RS = 
b 
>- P=C 
(5) 式 推 广 了 Steensholt RER 
aPA + bPB + cPC > 44. (6) 


在 (3) APH ytz trat y TIR r y i 
推论 3 对 任意 实数 z、y.、z 及 和 作 ABC 所 在 平面 上 任 一 点 PP 有 


ytz zta 


YEPA +2 tt pp EHYPC| >4Cye tex 十 zy)， 


(7) 
$34 Ayes 一 T = H. P 为 锐角 人 4BC HE 
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inh REE = A = Se AP 一 C 时 成 立 


b? a?’ 十 b? 
$ Ary 中 任 两 数 之 和 非 负 时 ,(7) 式 对 空间 任 一 护卫 
都 成 立 . 
(7) 式 推广 了 刘 健 新 近 给 出 的 不 等 式 “ 


oF pa +t 4pp + 2+’ pc > 2 Joe Fea + ab. (8) 


a 
在 (7) HP Bc = bc,y = ca,z = ab, WB 
推论 4 对 AARC 及 任 一 点 己 有 
(b+c) PA + (Cc +a)PB + (la + 6)PC 
> 2 xabcla + b+c), (9) 
等 号 当 且 仅 当 PP HE AABC 的 中 心 时 成 立 ， 
(9) 式 加 强 了 Tsintsifas KER 
(6+ 0PA+4+ (Cc +a)PB+ (a+bPC>Ssy. do) 
在 (7) 式 中 , 取 工 一 yy 一 Be 一 人 ,可 得 
推论 5 对 AABC 及 任 一 点 PP 有 
C b a C b 
Ete +E)jPB+|a +s 
之 2 datte, (11) 
等 号 当 旧 仅 当 书 为 正人 A4BC 的 中 心 时 成 立 . 
结合 Bandila AER"! 
R C b 
~ Sata, (12) 
由 (11) 式 可 得 较 弱 但 要 简明 的 不 等 式 
PA+PB+PCS> 2 JAFFE, (13) 
Herp R 457 4G AABC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 半径 . 
在 (7) P, R r= C — BD) e eey = l 一 CC — a’), 
z= (s —a’')(s' 一 6b'), 晶 注意 到 海伦 公式 ,可 得 
推论 6 XT AABCLAA'B'C RIE- S PH 


PA + PC 
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ns rs 
rr hohner er 


a ls =a) ng Ae ) pp 4 OS — Opes 2A’, (14) 


a 


SEARA A = oF = 2 HP WR AABC 的 
重心 时 成 立 . 
(14) 式 推 广 了 Janous FSR”? 


(s —a)PA + (s —b)PB + 6s —Q)PCQS2A4 (15) 
和 Finsler- 一 Hadwiger FERH 
a? +h? +e? S4V3A+ eo) 
+ (ci — a’)? + Ca’ — BY’. (16) 
在 (7) PR = y= OF = OC) 式 ,得 
推论 7 OX AABC 所 在 平面 上 任 -一 点 P 及 八 4'B'C' 所 在 平 


面 上 任 一 点 P' 有 
PA{P'B’ , PC: PBI PC 已 4 
a b' c' b c' a! 
i f i f f 
peca LEP) ., (17) 
C a b 


等 号 当 生 仅 当 入 ABC 455 AA'B'C' 为 相似 的 锐角 三 角形 上 且 己 与 已 
分 别 为 它们 的 垂 心 时 或 ab = a'b H P =C RP = CC 时 成 立 . 
ADAR THE- AFA). 
在 (14) 中 , 取 P' H AA BC 的 外 心 , 可 得 
推论 8 对 人 4BC、A 人 4'BC' 及 任 一 点 已 有 


WO +p, y EE to ppg C+ pos gy, cg) 


等 号 当 且 仅 当 A4BC 5 AARC 均 为 正三 角形 且 己 为 A4BC 
的 中 心 时 成 立 . 
(18) 式 推 广 了 Tsintsifas 不 等 式 (10) MRAR 
Bc 十 ca t+ab' S4J/3 AN. (19) 
注 记 WHE) RSFSR 
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PA + 


(aPA + bPB + cPCY >(PB+-+PC+ PC.» PA 
+ PA » PB) (2bc + 2ca + 2ab — a’? — & — c), (20) 


mM 
(PB ». PC + PC» PA + PA. PB)(2bc + 2ca + 2ab 
— a? o b o e) lA. (21) 
WME (21) 式 成 立 , 那 么 陈 计 “1992 年 建立 的 不 等 式 
rars ban F rir S EEEE ETET. 
(22) 
便 加 强 了 Child FER 
4(rors 十 rari + rir) S PB+PCt+ PC» PA + PA. PB, 
(23) 


EP r rzvri 分 别 为 A4BC 内 任 一 点 P 了 到 三 边 的 距离 . 
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Zirakzadeh 不 等 式 的 推广 


汕头 大 学 数学 所 王 OR 
宁波 大 学 数学 系 Mm H 


CD 引言 


1960 年 ,ZirakzadehL 用 纯粹 Euclid 几何 的 方法 证 明了 下 面 
的 
命题 ” 设 P,Q,R 分 别 位 于 A4BC 的 边 BC,C4,4B 上 , 且 将 
三 角形 的 周 界 三 等 分 , 则 
QR + RP + PQS (a + b + c)/2; (1) 
可 是 他 的 证 法 十 分 复杂 . 1986 F, AT KR PHE A AUER 
处 理 过 这 个 不 等 式 ( 参 见 [2-3J), 并 于 1987 年 用 计算 机 给 出 一 个 
证 明 ( 见 [4j). 1991 E AFRAU 发 表 了 不 等 式 (1) 的 一 个 简 证 . 
1989 年 2 月 , 陈 计 与 高 海 明 “ 提出 了 (1) 的 一 个 推广 方向 : 当 
k 之 1 时， 
QR + RP* + PO S2ia+h +c), (2) 
FF AERA T k = 2 的 情形 . 
1989 年 7 月 , 陈 计 证 明了 下 面 的 不 等 式 : 设 4 宇 5 之 c, 则 QR 
之 a/2. 这 说 明 (2) FER >+ oo 的 情形 ， 


max{QR,RP,PQ} > max {a,b,c} (3) 
是 成 立 的 .1989 年 11 月 , 王 振 证 明了 
QR? + RP? > (a’ + B)/4, (4) 


AmE F 9 $5 RES : 
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(QR, RP, PR u > (a’,6’,c*), (5) 
进而 可 知 不 等 式 (2) Xk DS 2 成立. 
由 于 不 等 式 (4) 的 证 法 不 够 漂亮 , 旦 猜测 有 比 (5) 更 强 的 弱 优 
超 关 系 
(QR,RP,PQ), > (a,b,c), (6) 
所 以 一 直 未 发 表 优 超 式 (5) 的 证 明 . 
本 文中 ,我 们 首先 证 明 优 超 式 (6) ,然后 导出 不 等 式 (2) 及 关 
于 三 角形 覆盖 圆 半径 的 不 等 式 : 
Rapor 之 RAagc/2. (7) 


(二 ) 主 要 结论 


定理 设 P,Q,R 分 别 位 于 人 A4BC 的 边 BC,C4,4B 上 , 旦 将 
二 角形 的 周 界 三 等 分 , 则 当 & 之 2 之 c 时 ,有 

G) QR 之 4/2， (8) 

Gi) QR + max{RP,PQ} > (a + b)/2. (9) 

证 明 O) ff BD // RO, MBB AC FD. 

Uu D te AC 的 延长 线 上 时 ,由 于 LC 二 x/2, 所 以 BD >a, MM 


(atTb+toOBD alatbto ya 
RQ = Feet b LCD) 3(6 +c) 之 >: (10) 


X DÆM AC LW, A a > 6, ESE 和 八 4'B'C', 使 AC = 
B'C' = a,A'B' =b+c—a;7E A'B 上 取 尺 ,在 4C EROQ',D', 
使 得 D'C = DC, A'R'/A'B' = AR/AB,R'Q' / BID’. 从 而 ZC 
< “C,BI B'D' < BD; X H D'C = DC 4 A B + AD = AB+ 
AD, 所 以 AR! + A'Q' = AR + AQ, R'Q! 一 RQ. 因 此 ,下 面 不 妨 
it a = b, 

HREM, 
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= AR? 十 


4a 


RQ’ = AR? + AQ’ — ZAR » AQcosA 
2 
Zate AR] — AR tate AR 


2 2 
Cato sate) (1) 


= 


——— AR — AR + 


< 3h, 


RQ’ — a’/4 
_ 2a 2 | AR -ła te) ”2a +c 


a 


2a +c\? 


te)? 4 ete) e 


3 


=> (a —c)(— a’? + 3ac + c*)/(36a) È 0. (12) 
%4a>3ch,AR<c< (Qa+c)/6, 


a/2( 
从 而 


RQ? 之 红 工 ce 2a Teo 十 
a 3a 
= a?/4 + (7a* — 32a’c + 26ac? + 24c*)/(36a) 
= a’/4+ |7a(a — 3c)(a — 2c) + cla — 3c) (3a — 8c) 

+ ac? ]/(36a) > a?/4. (13) 
Gi) 不 妨 设 BP 之 (a 十 5 十 c)/6. 否则 BR > BP,ARPC> 
> CQ) 1 AQ = b — (a +b + c)/3+ PC œ (十 5 十 c)/6. 
; 当 卫 ,Q,R 同时 间 C,A,B BAN ,OR,RP,PQBAY XH 


tate) 
3 


移动 当 BP 增加 到 (a 十 6 十 c)/6 Wik. 
下 面 ,我 们 分 三 种 情况 进行 证 明 ,前 两 种 情形 中 ,我们 将 证 明 


QR + RP 2 (a+ b)/2, 14) 


为 此 先 估计 


QR + RP — (a+ b)/2 


= (AQcosC + ARcosB) + (BPcosC + BReosA) 
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— (a+ b)/2 


= BEE cos + |c — atete 


+ BP | cosB 
+ stote — BP! cosA 


— Lla + b)cosC + c cosB + c cosA | 


c a 二 bc 
+ [一 z3 +P 
D 当 BP 之 (a 二 +b)/4 时， 


QR + RP — ae > tS osc 


+ $ -一 atere 十 a) (cosB — cosA) 


一 2 二 1 至 (2cosC 一 cosB + cosA) > 0. (16) 


© 4A<x/2W TERME BPS (atb+c)/6; 


QR + RP — $e 5 tt cost 


十 | 三 一 apo 4 attt (cosB — cos A) 


= “一生 (cosC 一 cosB + cosA) 之 0. (17) 
© %4%A>w/2H BP<(a+))/4h,W-F AR =c— (a+b 
+c)/3 + BP <c — (a +b +c)/3 + (a+ b)/4 = Be —-—a— 
b)/12 < (atb+c)/6, Arh 

RQ > AR? + AQ? 


(cosB — cosA). (15) 


2 
— AR? + etate. AR] 
8c —a — b\? atb+c 8c—a-—b\’ 
> | 12 | + 3 12 


= [13(a + b) — 28c(a + b) + 40c* 1/72 
= (a + 6)*/9 + [(5a + 5b — 14c)? + 4c? 1/360 
> (a + b)*/9, (18) 
从 而 
QR + max{RP,PQ}) 
= QR + (RP + PQ)/2 > 3QR/2 > (a + b)/2. (19) 
由 上 述 证 明 过 程 易 知 ,不 等 式 (8) 与 (9) 中 的 等 号 成 立 均 当 量 
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仅 当 AABC 是 正三 角形 ,日 P,Q,R 分 别 是 三 条 边 的 中 点 . U 

由 定理 及 不 等 式 (1) 得 弱 优 超 关 系 (6); 又 因为 当下 之 1 时 , 恩 
数 f(a,b,c) = aà + Bh +c" Schur 西 的 ,所 以 不 等 式 (2) 成 
立 .〈 有 关 优 超 及 Schur 目的 定义 及 定理 详 见 L7]) 


(=) A m AFERY Schur 凸 性 


首先 ,我 们 先 介 绍 一 下 简单 的 
性 质 DOR Ay Ki, f(r 90290 ,Xz,) FED EES A} 
= Schur 74,3) f Æ D E Schur ph. 
利用 这 一 性 质 及 优 超 式 (6) ,我 们 来 证 明 1991 年 发 表 的 一 个 
猜想 ( 见 [8| SLO). Be 
推论 “不 等 式 (7) 成 立 . 
证 明 不 妨 设 AABC 的 三 边 a 之 5 之 c, 外 接 加 与 覆盖 圆 的 
半径 分 别 为 Ro 与 R. Ml 
加 Ro, 当 A< Xx/2 时 ， 
aie 4 A > x/2 时 
fé (a,b,c) 的 分 段 光 滑 的 连续 函数 ,用 


(16) 


2R 2R 2R) 
2a’ 20 2c 
> ctgActgBetgC (secA,secB,secC), A< F 
— (17) 
E 0 o) A> 
9 99 3 -一 ? 


显然 知之 25 > 让, 所 以 由 本 节 的 性 质 及 Ostrowski 定理 


知 :R 是 (a,b,c) 的 Schur "pe. 再 由 弱 优 超 关 系 (66), 即 知 不 等 
式 (7) 成 立 . a 
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(四 ) — 26 YF ic 


4. 1 WOAH Kits REEI 


Spor > E S nanc» (18) 
其 中 常数 2/9 ERELLO] 或 [11]). AAE A A EE 
与 张 後 平 ' 呈 重新 发 现 . 


4.2 我 们 在 [8] 中 还 对 三 角形 内 切 圆 的 半径 提出 了 如 下 不 
TAPOR > ST Nabe: (19) 
这 一 猜想 至 今 尚未 获得 解决 . 
4.3 陈 计 与 高 海 明 "5 曾 提出 下 列 猜 想 : 
RP + PQ+PQ+QR+ RP ‘PQS | be + ca + ab). 
(20) 
itt BO 证 明了 不 等 式 (20) ,并 把 它 加 强 成 
RP. PQ PQ-QR+RP+PQ4 
> Ea? +h +e) + =, (be + ca + ab). (22) 
由 此 可 导出 不 等 式 (] )， 
4.4 Beit See 还 证 明了 不 等 式 (1) 的 两 个 加 强 
QR + RP + PQ 
a+b+c a b C 
> 3 b+c c+a 十 a+ bl’ 
(QR + RP + PQY 
> Sat +e), (24) 
由 不 等 式 (24) 可 导出 不 等 式 (2) ELSA <3 的 情形 . 


(23) 
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L3] 


L4] 


L5] 
L6] 


[7] 


[8 ] 


[9 J 


[10] 


[11] 
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三 角形 中 线 及 其 延长 线 的 不 等 式 


复旦 大 学 计算 机 系 FH 


设 和 人 42BC 的 中 线 长 为 Ma 9 1I15 Mes 中 线 延 伸 到 外 接 圆 的 长 为 
M.,M,,M.. 1981 年 ,J.Garfunkel 给 出 了 


2 十 2 十 ‘> 4. (1) 


1992 年 ， 王 振 j EMAR: 
27 


matt me S Te’ 


(2) 


同时 ,他 还 给 出 了 
mi | m; , me 、 243 
mit Mit Mi” 256° 3) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 AABC 是 正三 角形 . 
本 文中, 我 们 首先 给 出 (2) 左边 的 下 确 界 , 然后 合计 


>_m3/Mi; 最 后 ,我 们 将 不 等 式 (2) 和 (3) 推广 到 高 维 . 
(—) 
MEJASI: G a= or ra By be = TR 


失 一 般 性 ,不 妨 设 c 科 8 委 c(a,pc 为 人 4BC 三 边 长 ), 则 据 文 [2 j， 
RNA ctyte=3,2eSeSySre5>0,7€ [1,2),7TEL1, 
2 |. 


| 理 i+y + Ife = 2 TT) 
证 明 Fe=-at+wpyatne(r | 了 | 
Peps | +1,f1+4 [wu 
zZ -一 一 2 (— _ 
res] +(e — Qu TT- 2}? ~ u(—T ~1 +u) 


u? 
2 
=T +22 + (— 2T — 6) z) >2— |4 t3] 
， (T u| t22? (TF) 
等 号 成 立 当 是 = it 2) 
124 u Ta a 
mi mi m? 3 
uel MTTM (4) 
WEBA 由 引 理 1， 


£ 2 2 2 2 
teed ~ 32) +2 一 | 元 十 引 ~4 
“(ral (EZ 
1 十 并 上 十 本 
A(x — 2) , 
3 十 6 一 2 T Bat H Be + 1), 


由 r’ 一 62’ + 3z +1 =— r?(2 — r) 一 
Rax-~-2<0,8 


Urea) 一 各 > omah i] >am 
Sie) Eli > 这 
等 号 成 立 当 a = 0,b =c. 
12 la] <5) +i) <ra]. 
证 明 Fest vate i475 +a) ] 
fe + (res) 


— 2u — T Fu + 37 HONT +. 3)y — (T +2)? 
u’ 


(z — 1)(4z4+1) <0 


lll 


y yay z) 
a [5] + | = 2 TFL 等 价 于 
IET + 2)? — Te? — 3(T + 4) CT + 2)3u? 
+ 3(7T HDT +3)u—(T+2)'>0 (x) 
EK = sju — E + D? EGT” + 6T + pu? 
一 (3T + 5)(T + 2u + (T +D] 
令 SWD = BT? + 6T + Ow — GT + 5)(T + 2Yu 
+T +2), i Fe) < max (f(T 十 DAS +p). 
AHIT +1) = TCT? — 6T — 6) 
= TT-7T?(2 — T) — 2T — 1)(2 —T) — 2] <0 


AG 4 D| = TCT t+ ar — 2) <0 


所 以 f(w) 过 0, 又 由 4 一 | 五 十 1 入 0 立 得 (* ) 式 成 立 


am| ts} ‘li | 
(az) + 


S 


1 十 y 1 EF z 

[2(T +1)? — Thè 一 3(T + 4T + u? 

+3(T +2T +3)XT +1yu— (T+2)(T +1} <0. 
Cx)! 

左 式 = u —T — glu), AP glu) = (T° + 6T? + 6T + 2)u 

— (2T? + 12T? + 2T 10T + Du + (T + 2)3(7T + 19°. 


Ay glu) < max | g(T 十 18 (5 十 D | 


gT +1) =-— 3T(T + 1)? <0 
KE +1) = E — 67 — 6)T 
所 以 ga) 委 0. 又 由 xz 一 二 一 1 之 0 六 得 (*》) 式 成 立 . 


aii 5) +(e 
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3 \ 
< (re7| 


由 (1)、(2) 可 知 引 理 2 得 证 . O 


5 om3 mè mi 729 
定理 2 4 S + Tt m S500" (5) 


证 明 (1) 由 引 理 2， 


x Y x 3 T 3 

Dli > (5 + 引 示 于 5 
加 x | ，2(3 ry 
=| + Goa) 


因为 27z (5 一 z)? + 540 + IG 一 x)! 

— 1001 + z)?» (5 — x) 

=— (x — 2) (71x — 32523 + 27327 — 31x — 52) 
= (x — 2)°[71 (a — 1)(2 — x) x? + 112(x — 1) 2’ 


+ 192(2 — xz) + 7(2 — x) + 38] > 0, 
x \3 x 2(x — 3)’ 10 
KAD rE) >(=] t Cr) > 97° 


(2) 由 引 理 2, 3) i) <r) l IFT) 
< 


Sv=atare [6,2 ],ml i) +l r) of 等 价 
于 (25 一 40)(7v 一 25)? 之 0 显然 成 立 . DO peal <55. 
HD. BRD) = 2/2)’ 得 证 . 7 


C) 


区 E" PREJE A Are Aa 的 中 线 长 为 m, 中 线 延 伸 到 外 接 球 
的 长 为 WiG 二 1,2,…,n 十 1); 并 令 


x; = nêm? 7 a) 4 


ESPEARE 
HHR a,, 为 校长 , 则 易 知 ;0 <r, nz, 十 T3 十 ，*。 十 Xn) =n +l, 
lis 


Mi n +- 4 i (6) 
M; n l+a; 

现在 ,我 们 将 王 振 的 不 等 式 (2) 和 (3) 推广 成 : 

定理 3 at | (7) 


1 n+3 
M > Gm (8? 
证 明 由 (6) 式 ， 
gntl 


n+) Es < 人? 十 了 5 


n i=] 


_ @+ 1)° 
4n? 
BN (7) 得 证 . 再 由 (6) 式 , 我 们 只 须 证 了 明 


3 Ti n+] 
;二 ] 1+ z; Z grt? l 


k n 之 3 时 ,分 两 种 情况 进行 论证 . 
(I) Tis Tzs?” En] 均 < nt L 则 F(x) = 


tex € [0,724] 上 是 下 凸 函数 


le 


n+2 


| x 
l+2z 


n+l 


n+l T; 
所 以 > f(a) 之 tor ae -大 
t=} 十 1 


| n+] 
1+ z; Z gnte 


CE) Xi Tat 中 至 少 有 
n+i n 
> we =| Hs va 


n+ 3 
以 下 证 明 | 2 二 
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从 而 >， 


“不 妨 设 


Ji n+] 


onte * 


nA, 


n+] a EH J — (n+ Í} ntlo- 
n+ 3 o n+3 n+l n+ 3 
HAF E E e > E A 
at] x; n+2 n T 1 
2 1+ z; > 2"t2 ° 


AOD DAD rE] SE ,所 以 (8) 得 证 


ont 
最 后 指出 定理 3 的 (8) Hn = 3 时 ,可 加 强 为 


m;\* 64 
KA > 81° 
“1{m;\* 256 xz; \' 
证 明 mo Dz) -go a], 

r= | r * 
， 
Dyfi = 4,04; 3G = 1,2,3,4). 


运用 文 L2j 提供 的 方法 ,对 x € 10,3], 
l6z* — (1 + w)*(2z — 1) 
= (z — 1)*(— 22? + 5z? +4741) S0 
` . Ti ‘ e 2X; a 1 __ 1 
pe S| > 2, 16 4) 
即 得 不 等 式 (9). 


(9) 


[J 


以 上 诸 不 等 式 等 号 成 立 的 条 件 均 为 正 n 维 单 形 A, A, A, 41 9 


其 论证 请 读者 自行 补 上 . 
参考 文献 


[1] J.Garfunkel,S. Rabinowitz, W. J, Blundon,M. S. Klamkin , Problem 


689,Crux Math. ,7(1981),276 and 8(1982),307 一 309. 


[2] 王 振 , 黄 军 华 , 陈 计 , 征 解 问题 87,《 数 学 通讯 》,1992 年 第 3 HA, 4031994 


年 第 4 期 ,37 一 38. 
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一 个 数列 的 单调 性 


宁波 大 学 数学 系 “楼 红 卫 


KAF 1991 年 提出 以 下 一 个 未 决 问题 ， 

问题 1 ia, >0,a,,,=a,+ ra = 1,2. ,4%0<a< 
LAY. Je a ER M(B a AX) 14 n> MAT, BA any 之 a,? 

陈 计 将 此 间 题 介绍 给 笔者 ,笔者 给 出 了 问题 1 肯定 的 解答 ,并 
指出 使 问题 1 成 立 的 最 小 的 M 与 (1 十 In’a,)/a? 同 阶 . 据 此 , 陈 计 
先生 将 问题 1 改编 成 5， 

问题 2 Ra > 0,a =a, + Hn = 1.2.0 ERATE 
W na >> 4/ap Wt. a: > a,. 

se PHB 2 至 今 未 有 解答 ,笔者 特 将 以 前 得 到 的 关于 上 述 数 

列 的 -一些 绪 果 整 理 出 来 ,以 期 抛砖引玉 . 


CoO EH GR 


HTa Z1, RA a) 的 单调 性 是 简单 的 ,所 以 以 下 我 们 主 
EEO <a, 过 1 的 情形 . 
命题 ! wO<a,< 1, 右 对 菜 个 n,Q,;2 2 dn, 之 a, + MPH E 


命题 2 设 0 达 a < LAR EA n, any 2 dni > a, Wir 
A On 4.3 > Ante 
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Gi Bis | h 


ee et 


命题 3 h0o<a,<1. 

1) 存在 绝对 常数 M > 0, TR n > MA + ln’a)/ai 时 ,总 
有 an4 > An. 

2) TEX A AM > 0, 使 得 行 对 某 个 zc,+， >an > An 时 , 
W n > MA + In’a,)/a?. 


命题 ] 意味 着 至 少 到 项 以 后 ,a, 才 有 可 能 单调 增加 . 


命题 2 意味 着 一 旦 a, 连续 两 次 递增 (不 一 定 严 格 ), 则 后 面 的 
数列 将 严格 递增 . 
命题 3 意味 着 问题 1 的 答案 是 肯定 的 . 进一步 , 当 al 一 0 十 时 ， 
使 a, 开始 单调 递增 的 项 数 与 (1 十 ln?al)/ai 同 阶 , 从 而 与 
In’a,/a? [rl Br. 

为 了 证 明 上 述 命题 ,我 们 先 给 出 以 下 几 个 简单 的 性 质 . 


(二 ) 几 个 简单 的 性 质 


为 了 方便 铬 述 , 以 下 记 y， = 4,/a,,¢ = 1 /al , 则 Y= l, Yny = 
1+ 7 = ] ,2,*…. Mid A(n) = A 


_ nm .1 十 Yl 十 4 十 4en 
O(n) = zF] 2 ， 


则 通过 一 些 简单 的 计算 ,我 们 可 以 得 到 : 
性 质 1 1) Aln) > Bir). 
2) Aln) > BG + 1)@6n >c — 1; 
A@) < Baa 1)On <c — 1. 
性 质 2 Ya > ymy, < Aln); 
Ynti ~ My, > ACn). 
性 质 3 Yng © Yrt1OY, > Bin); 
Ynt S ynaic < BOn). 
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性 质 4 Ynti S Yn Ynt > Mat 
这 是 因为 Ynti S Iyn Z AN)>y, > BO) yas. > Ynti: 
性 质 5 Sc<1 Wy <y: <y; 
当 < 一 1 HF, y < ya = Ys; 
“4ec>] 时 ,yi < yzy Yz > Yz. 
性 质 6 ” 当 ? 委 cc 一 1 时 ， 
Ynti < Yn Ynt C Yntze 
这 是 因为 Ynti < >y, > Aln) 
Sym = 1+7 <1 + Gay = A 
>Yn © BG + Dy < Magee 
性 质 7 当 c>1 时 ,对 于 22 委 c 十 1 有 
Von > Yon—19 Yon > Venti 


X AY H c> lF, y < yy > ya HRA AE 4 EI 6 YB. 
(=) 命题 1 ~ 3 的 证 明 


命题 1 的 证 明 

易 见 对 于 a 过 1, 我 们 有 c 放 1, 如 果 对 某 个 nn, 成 立 y,,， = Ynti 
= Yn s M n HIBA n 一 2k ,由 Yk < 了 28 十 1 及 性 质 7 可 知 97 一 一 
2k >c 十 1 而 当 2 为 奇数 时 ,n = 2k + 1 ,由 yore S yas 及 性 质 
7 WM 2k +2>c +1, Mii 2k +1 >c, Bn > 总 之 ,我 们 总 有 


n>c= 5, | | 
命题 2 的 证 明 


由 命题 1 知 ,如 果 对 某 一 个 n, 有 yy,， > = yn, Ml An > 
c>e¢— 1. Yr S Yn W y, SAM). At yng) = 1 + © 


nc 


Ain) > ACn) > Bin + 1). 


之 1 十 
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从 而 yw+s > Yntze L 
命题 2 意味 着 我 们 所 考虑 的 数列 在 单调 前 ,必定 具有 一 升 一 
降 的 特点 ， 
推论 对 任何 % = 152528 Ven > ya， 即 az > azmı. 
证 明 易 见 ve > 和 ,假设 对 于 nn = k R Ya > Ya- W 
WÈ yari S Yas PEI 4, 我 们 有 Yas: > Yagis 
如 果 Yasi > Yas M 由 命题 2 Fl Yate > Yati 
即 无 论 宕 样 总 有 Ynt > Yane 于 是 由 归纳 法 可 见 对 任何 
n = ,2 Von > Yni [ 
为 了 证 明 命题 3, 我 们 引入 以 下 引 理 
5| 理 1 em >2.n>m,iixta>1 FA: 


1 
ae | mal 1 |e 1 
| m < 1+ on l+ m4 D lF on 
1 
71 a 
<| -= a) 
le AH Jm) 


1 1 ] 
<{1+—=){1+—+=}-[1+ 一 一 
a/m a/m+ ] aN m 
O Ke TAD, (2) 
~<ind+t+a<a, 


2 
po [tees ysl te 
k+? H l- 
— dr [{ = < qg 
e Ja VR Oha Ja 
对 (1)、(2) 式 两 边 取 对 数 后 ,本 引 理 立即 可 得 证 明 . [| 
引 理 2 存在 绝对 常数 M 0, 当 nn 宇 MQ 十 In?ic)。c 时 ， 
36 X lene < etV 2. (3) 
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证 明 易 见 存在 绝对 常数 M > ORM, >0, 当 天 过 1M 时 ， 
es" > 36 X 16h’; 

而 当 h > Mi Inc it es" >ç’. 

Mit24 A > M, + Mi Inc 时 ,et* > 36 X 16hkèc. 


于 是 当 = ch? > c(M, + Mi Inc)? 时 ,eV 2 = 36 X 1l6n’*c. 
因为 (Mi + Milne)? < 2M} + 2Miln’c, ALA FEE SENT HE M 
> 0,4 n> MA 十 lnzc) 时 ,不 等 式 (3) 成 立 . 
命题 3 的 证 明 
暂 记 Yen 一 yazn+l 一 Ry Yantz 一 yan+l = P M 
B= HREL] [1 + te 


2m 十 1 Yon 
— (2n 十 1) Ven a cM Yont1 o ona + Yon 
Y2nV2n+1 2nc + Yon” 


从 而 


ona + Yon 
(2n + ] ) Onc + Yon ~~ Von+1 


Yen+2 T Yen+3 一 ~ n F De t yr C 
_ (2n +1) + 2nac +(2n +1)e » Yon — 2NC Yon — Von Yon 
7 [ Can 十 1)c + yen JL2nc Hyn] ° 
_ Cn + 1) * 2nac + 2nca + yout — Yo, — 2ne 
7 | (2n + Dc 十 Vor+1 L2nc 十 Yon] 
_ Cn +1)" e a 十 cya+l 一 Yan on+1 
[Cn + De 二 ymy Cne + Yan] C- (5) 
1) 设 N 满足 Yon+2 > yazN+s ARG IZ N = 8c (ZARRA). 
由 命题 2 及 推论 可 见 对 所 有 2 SN 十 1,yz > Yaris ATTY n 


S N 时 5 Yon > A(n). 特 别 当 2N 之 2n = C AY» yo, > 
1+ x1 + 8cn 
2 


C (4) 


=> V2cn >c. 


wl 一 [ 广 ] 十 2, 易 见 c< 十 2 过 2 过 < 二 4 过 5 入 N, 则 
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十 af = e — Vatl < Cal — 1)c 
ou 


1 
< (c+ 3c < 4e’. (6) 
于 是 ,由 (5) Ñ, 
(27 十 1)2c’ 


your — Merve < F De F yar Lae F ya] 
(Yu 一 Yu+ı) 


1+ 35] 1 十 广 
< . — ~ Cyan Yat): 


= Ya (Yz Var) < 
| 1+ 5# 


2le 
依次 类 推 , 有 


Von 一 YoN+1 


Ya 一 2+1 一 | 


< (Yu Yun). 


z tya l t aa 
由 引 理 1 及 (6) 式 ， 


1 
Yon — Yon+1 < es | -acè /ez| yz- y) 
4 


(1+ 


< 36Nc/et v= 
男 一 方面 ， 由 Y2N+2 > Von+3 类 
Yon — Yon+1 > ACN) — B(2N + 1) 


1 十 vV1I 十 8Nc 2N+1 SIE LEN: 
a JON + 3l 十 1+ 8c + 8Nc) 


-| 1 + /1+ 8Ne +N +1) V1 十 8Nc 


= XN 1) 
— (2N +1) v1 + 8c + 8Nc ] 
8c 
> 而 |: + /8Nc —(2N +1) ae | 
78N ¥1+8Ne +41 +8c +8Nc 
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> al! + J/8Ne — OCN +1) —*8 | 


2 8Nc 
— tf 2C d 
awit 一 [%|> 16.N° 


FSH 2M NSM 十 lnzc)yc. 从 而 有 一 个 绝对 常数 M > 
0, 当 n = MI(]1 十 jn2cy)c 时 ,总 有 Ynti > Vae 


2) 由 命题 1, 不妨 设 < = 本 > 12 ° e, W4 2n L c ET, ya > 


Ynti , 从 而 Yon > A(2n). XY = ] + SE < 2nc, 从 而 由 (5) 
2n— | 
式 ， 
加 ~ (2n + Ye? Cy — ) 
Von4+2 Ven+3 二 一 | (2n 十 13c 十 yo 1 I 2nc 十 Yon) Von Ynt] 
`> (2n 十 1)*c? ( o ) 
“Tn + De yon 2nc + yp) FP 
1 
之 TY 一 Yount) 
| 1+ A(2n) 
2nc 
一 一 Cy, Yant1) 之 —__1 oyn Von+1) 
1 1 Y 8nc ha fy 
| 272C nc 
(7) 
注意 到 y 一 y = 二 之 cs 反复 利用 (7) 式 知 ; 当 2n <c Ht, 


] 


I 
Von+ 2 T Von+ 3 =. 1 e -— tl 1 ee m > 
l l l 
1+4 144/55 14+4,/= 
c 2C nc 


从 而 对 于 mm 一 [3] 十 1, 由 引 理 1 及 2(n。 一 1) 扫 < 知 


C 


l ,/ = 
Yn, E Yzn +1 之 Heje c = x > 6. (8) 
下 面 就 n = No 进行 讨论 : 


如 果 对 某 个 n 之 nga 一 Yon 一 Yanti 之 3 , 则 
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(n — Ica — 2nc © 3(m — 1)c — 2nc = (n — 3X 之 0 


从 而 由 (4) xt. 


~, n + 1)2nac + (n + Dac __ | 
Yint — Yas = [(2n 十 De 十 Ymsi [L2ne + Yan 


i 
— 1 4 
1+ le + Tac} (9) 
w N = min{n:n = Mos ¥ent2 — Yzn+3 S 3} ， 则 当 n < 人 ATs Von — 
Vout: > 3. 于 是 反复 利用 (9) RAM: 


3 = Yon+2 — Yen+3 


l 
EER 


> 


二 


1+ 


] 1 C 
rom ae + IN ”2 
1 十 -| 


V 


>57 fe F, 
C 


由 此 易 得 存在 绝对 常数 m > 0, 使 N> meln’c, 
至 此 ,命题 3 的 2) 立即 可 得 . a 


参考 文献 
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1992 年 第 5 期 ,48. 
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两 个 几何 题 的 推广 


上 海 教育 出 版 社 TPR 


“如 图 1, 以 任意 四 边 形 ABCD 四 边 向 形 外 作 四 个 正方 形 , 依 
次 将 这 些 正方 形 的 中 心 记 为 .FG 器 ,那么 ,成 立 EG | FH, H 


EG = FH.” 

注 记 ”这 是 一 个 常见 的 几 
何 习题 ,在 梁 绍 鸿 《 初 等 数学 复 
习 及 研究 (平面 几何 )》 一 书 中 ， 
它 被 列 为 习题 十 三 第 9 题 . 北京 
大 学 出 版 社 数学 小 从 书 . 智慧 
之 花 ( 第 3 辑 ) 乘 电梯 , 翻 硬币 ， 
游 迷 官 ， 下 象棋 》 一 书 第 109 页 
所 引 的 参考 文献 表明 ,该 题 的 历 
+ ay EA 1877 EGER). 

先 对 本 题 的 绪论 作 一 
些 分 析 . 

衡量 一 个 几何 命题 优 
美 与 否 , 往 往 看 它 的 题 设 要 


图 1 


求 是 否 简洁 . 题 设 傅 宽 ,结论 愈 强 , 好 比 说 “ 它 吃 的 是 草 , 挤 出 的 是 
奶 ”, 其 价值 目 然 就 高 ;相反 ,条 件 繁琐 的 命题 一 般 说 就 不 漂亮 . 本 
题 的 精彩 之 处 就 在 于 它 对 四 边 形 ABCD 没有 限制 条 件 , 即 我 们 可 
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以 不 断 改 变 ABCD 的 形状 ,尽管 线段 EG A FH 的 相对 位 置 随 之 
发 生 变化 ,但 其 夹 角 和 比值 却 始终 保持 不 变 , 在 这 类 “ 窗 不 变 于 运 
动 之 中 ”的 奇妙 现象 背后 ,是 不 是 还 能 探索 到 更 奥妙 、 更 普遍 的 规 
律 呢 ? 

带 着 这 样 一 种 动机 ,我 
们 提出 如 下 更 一 般 的 问题 ， 

如 图 2, 在 任意 四 边 形 
ABCD 四 周 分 别 作 四 个 固 
定形 状 的 三 角形 ,一 般 说 
EG 和 FH 的 夹 角 和 比例 是 
不 能 确定 的 ( 它 还 依赖 于 中 
lal AY Pe ABCD 的 具体 
形状 ), 但 如 果 周 围 四 个 三 
角形 选择 得 巧合 ,它们 互相 
之 间 具 有 某 种 约束 ,会 不 会 


使 EC 和 FH 的 夹 区 和 比例 时 
F] ABCD 的 形状 脱离 关系 ?( 上 面 那 题 正 属于 这 种 情况 ) 
下 面 借助 复数 的 方法 寻求 答案 


将 图 形 置 于 复 平面 上 考虑 ,点 的 字母 兼用 以 表示 这 点 对 应 的 
复数 ,那么 便 能 在 点 与 点 之 间 建 立 起 运算 关系 . 

没 z EB,- D-C, _D-H, _B-F 

A— B G— C 

3) s Mil >; ,zz,zs 924 这 四 个 复数 刻 划 了 周围 四 个 三 角形 的 形状 . 

注 记 “事实 上 , 问 量 B4 乘 以 = 后 , 变 成 了 向 量 BE, 根 据 复数 乘法 的 几 
MEX, ABAE 的 形状 与 复 平 面 上 由 0,1,zi 三 点 构成 的 三 角形 形状 相似 . 
其 余 二 个 三 角形 也 可 照 此 解释 . 

经 简单 运算 ,得 

E = z,A + (1 — 2z)B, 
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l p} c, 


F = 
] 一 z; zı 一 ]】 


Pot a? 


之 ?> 


H = 


二 一 STA 十 了 Tah: 
AE EGH FH Hy Sef 
fi He BLT Se Be E 
来 描述 ,该 复数 的 辐 角 正 是 
EG 和 FH 的 夹 角 ,其 模 的 


大 小 则 代表 它们 的 比值 . 
我 们 来 计算 一 下 这 个 图 3 
复数 表达 式 ， 
H —F zi 1 =? 
G-E —z A +(x, —1)B 42 ae Tp | 


为 了 使 它 由 21922923 9% 这 四 个 复数 就 能 完全 类 定 , 而 二 A,B, 
CD 的 具体 选择 无 关 , 必 要 也 具 需 要 使 式 中 4、B.C.D 前 的 相应 
系数 成 比例 , 即 满足 ， 


之 3 l E 之 4 之 2? x9 
z,(1 — 23) (z; — 1)(z, — 1) 7 (1 — z,)(z, — 1) E 1 — z 


注 记 ”由 于 可 以 互 推 , 在 这 个 连 等 式 中 ,有 -- 个 等 号 是 多 余 的 . 事实 上 ， 
- 式 中 恰 有 两 个 复数 是 独立 的 , 另 两 个 可 由 它们 相应 确定 . 

经 推导 ,上 述 关系 式 等 价 于 
a3 一 之] 之 2， 
| © 


zs — | 


ZC] ~ Za) 2 
文正 是 我们 所 需要 探寻 的 充 要 条 件 , 至 此 前 面 提出 的 问题 得 到 正 
MER. 下 面 的 工作 是 把 这 个 充 要 条 件 翻 译 成 几何 语言 . 
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图 4 图 5 

如 图 4, 将 AEBA fl AGDC 经 适当 放 缩 拼合 成 一 个 四 边 形 
KiLMIN1( 注 : 即 通 过 相似 变换 ,使 4B 和 CD 的 长 度 变 得 相等 ,二 
角形 形状 不 变 , 然后 衔接 起 来 , wA TEW, E AMN L o 
AEBA, AK,L,N,~ AGDC). ARE. AFCB A AHAD th ak 
拼合 起 来 ,获得 四 边 形 K,L,.M,N,( A 5). 

很 明显 ,z; = 2,2, 意 昧 着 ANK M a AN,KLM,; [at e 
验证 四 式 的 涵义 是 人 ADAMIK 开 co AL,M,K,GES AGIA). 由 此 
说 明 上 述 四 .四 条 件 合 起 来 , 相当 于 四 边 形 KMN o 
K,L,M,N>. 

从 而 ,我 们 可 以 把 前 面 的 结果 改 述 成 如 下 命题 

命题 1 如 图 6, 给 定 四 边 形 KLMN ,并 设 天 M 和 ZN 的 夹 角 
为 9,KM : LN =k. 4 KLMN 以 两 种 方式 剖 分 成 三 角形 ,然后 如 
图 7 所 示 在 任意 四 边 形 ABCD 的 四 周作 它们 的 相似 形 , 具 体 地 ,使 
NHAD 只 ANKM,AFCB c ALMK,AEBA ov /AMNL, 
AGDC © AKIM. (注意 :图 7 中 左 、 右 两 个 三 角形 是 颠倒 放置 
的 1) 结论 :EG A FH 的 夹 角 一 定 为 90, 而 且 EG: FH =k. 

注 记 1 RKLMN 为 正方 形 , 就 得 到 本 文 开 头 部 分 的 那个 特例 . 又 如 将 
KLMN 取 成 有 一 内 和 角 为 60° 的 萎 形 , 则 可 编造 出 如 下 题目 :“ 已 知 AHAB, 
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woes = 


图 6 

AFCB 是 正三 角形 ,而 AEBA.AFCB 是 
120° 顶 角 的 等 腰 三 角形 , 则 FH | EG, H 
FH = MY 3 EG( 图 8). ”读者 还 可 试 举 出 
命题 1 的 其 它 特例 . 

注 记 2 可 以 给 出 命题 1 的 纯 见 何 证 
明 ,但 叙述 稍 烦 ,此 处 不 予 介 绍 . 命题 的 结 
论 是 笔者 1991 年 4 月 的 时 候 提 出 的 , 曾 在 
通信 中 告诉 一 些 友 人 Sea TT ak 
水 县 石 滞 中 学 李 同 林 和 湖南 岳阳 师范 专科 
学 校 肖 振 纲 两 位 老师 寄 来 的 证 明 , 在 此 予 
以 感谢 ， 
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CZ) 


在 《数学 通讯 )1994 年 第 7 期 的 问题 征 解 栏 上 ,笔者 提出 了 一 
组 几何 题目 ,它们 属于 如 下 类 型 . 
以 AABC 的 三 边 向 形 外 作 三 个 
一 定形 状 的 三 角形 ADBC, 
A 人 EC4、AF4B( 图 9), 要 求 从 
万 五 下 三 点 出 发 ,并 根据 周 园 三 
个 三 角形 的 形状 , 倒 回 去 确定 原 
AABC 的 位 置 . 

在 杂志 中 ,笔者 采取 的 是 如 
下 办 法 ;通过 巧妙 构造 APEF ,使 
4 点 的 位 置 仪 依赖 于 PD 两 点 
(换血 话说 ,就 是 可 说 出 人 PAD 
的 形状 ) ,从 而 先 确定 4 点 ,尔后 
不 难 确 定 整 个 八 ABC. 举 一 个 例 
子 说 , 设 ADBC 是 30° 锐角 的 直 图 9 
角 三 角形 , 其 中 ZD EAH, 
LBCD 等 于 30"; 八 ECA、 八 FAB 是 正三 角形 ,那么 可 如 下 构造 
APEF :使 ZPFE = 120°, FEPFP = 二 AFEP 一 30°, 即 作 一 个 底 
角 为 30° 的 等 腰 三 角形 (请 参见 图 9). 这 时 可 以 确定 PAD = 
120", 且 PA 二 24D. 由 此 ,不 难 由 P.D 两 点 的 位 置 定 出 点 4 的 位 
置 ,从 而 也 就 不 难 将 AAABC 复原 . 

这 里 ,自然 产生 一 个 问题 , 八 PEF 的 构造 方案 必然 取决 于 周 
围 三 个 三 角形 , 即 ADBC, AECA, AFAB 的 具体 形状 ,那么 ,对 
于 一 般 的 这 样 三 个 三 角形 ,是 否 都 能 成 功 地 构造 和 人 PEF 呢 ? 构 造 
的 具体 办 法 又 是 如 何 的 呢 ? 
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下 面 就 来 解决 这 个 问题 ,为 此 ,我 们 先 研究 一 个 特定 的 图 形 . 

设 有 四 个 三 角形 :APKN 、AOK7、 
人 OMN、 人 人 QML, 其 形状 都 是 事先 给 定 
的 . 将 它们 按 图 10 的 方式 互相 衔接 起 来 
(图 中 用 阴影 显示 ), 假 定 这 些 三 角形 的 
相对 大 小 并 不 给 定 , 也 就 是 说 ,整个 图 形 
的 形状 蕴含 不 确定 因素 . 一 般 说 来 , 以 
P.O.Q 三 点 为 顶点 的 三 角形 形状 也 是 
不 能 确定 的 (还 需 取决 于 图 中 和 白色 三 角 
形 的 形状 ). 

但 是 , 同 前 面 一 节 叙 述 的 问题 相 类 HT 10 
似 ,如 果 这 四 个 阴影 三 角形 的 形状 选择 得 巧合 ,那么 就 有 可 能 使 
APOR 的 形状 仅 与 四 个 阴影 三 角形 的 形状 相关 ,而 与 图 10 中 白 
色 三 角形 ( 即 人 OLM 或 AONK) 的 形状 脱离 关系 . 

为 此 ,我 们 仍 用 复数 的 办 法 来 探讨 . 
将 整个 图 形 放置 在 复 平 面 上 ,如 图 11， 
iH 


N—P L—O 
Ep 25g’ 
N 一 O L—Q0 


T M-O’ ““*~M—Q 
现 分 析 APOQ 的 形状 , 它 可 用 复数 


z 一 Q—O 
来 刻 划 ,经 计算 表明 (具体 过 程 省 上 略 , 读 
者 可 以 试 补 ): 为 使 > 仅 与 z1,zz,zs;z4 四 
个 复数 有 关 ,而 与 整个 图 形 的 具体 形状 图 11 
无 关 , 其 充 要 条 件 是 
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注 记 ”为 了 计算 简便 起 见 ,也 可 不 妨 将 O 点 设 为 复 平面 原点 ,这 样 一 


为 使 z 只 与 zl 9 之 2 9 之 3 5 之 4 相关 ,必要 也 只 要 使 字母 KM 前 的 系数 成 比例 ,这 样 


就 较 容易 获得 上 述 充 要 条 件 . 而 且 这 时 
zi(l] — Z4) 
Z: — zı) , 


可 见 由 此 还 能 进一步 回答 APOQ 的 具体 形状 . 
在 此 基础 上 ,我们 将 它 改 述 成 如 下 命题 ， 
命题 2 如 图 10, 如 果 四 块 阴影 三 角形 满足 如 下 附加 条 件 ， 
PK OL QM ON _, 
KO LIQ MO NP” | (x x) 
H ZP + ZQ = /KOL+ /MON,,) 
AKA APOQ 的 形状 由 四 块 阴 影 三 角形 的 形状 就 能 确定 ,具体 说 ， 
q) PO PK .NO ML PN KO LM 


OQ T KN OM’ IQ ÈT NK‘ OL’ MO” 
(2) 了 PORQ( 若 以 右 侧 为 内 部 ) 二 ~PKN + “NOM + /MLQ. 
现 将 这 一 结果 运用 到 前 面 的 情形 . 图 9 中 ,如 下 四 个 三 角形 ， 
APFE, AAFB, . 八 ACE、 八 DCB, 只 要 满足 (x x ) 条 件 , 就 能 使 
APAD 的 形状 得 以 确定 . 这 样 ,前 面 提出 的 问题 便 得 到 了 正面 回 
B: APFE 的 形状 可 以 由 AABC 周围 的 三 个 三 角形 , 即 ADCB, 
AECA, AF BA 的 形状 唯一 确定 (除非 一 些 退 化 的 例子 ,此 处 不 详 
究 ) ,具体 确定 办 法 可 参照 关系 式 ( x x ) 进行 , 即 
PF _FA BD CA 
PE AB’ DC’ AE’ 
ZP = /FAB + /EAC — /D. 
读者 请 不 妨 举 一 些 特例 试 试 . 
以 下 ,我 们 试图 给 出 上 述 命题 2 的 几何 证 法 . 为 此 先 问 过 头 
来 ,重新 回顾 分 析 一 下 命题 1. 如 图 12, 设 四 边 形 ABCD 周围 四 个 


icf 


z 一 一 


三 角形 满足 命题 1 的 要 求 , 则 不 难 验证 如 下 两 个 关系 成 立 ， 


这 是 因为 AHAD c ANKM, 
AGDC o AKLNCA 13), FERE 
HF NL NK NL 
MA l EG = KM KM’ NK 
_ HA DC 
— AD CG 
7/8 = “NOM 
= /NKM + /KNL 
= /1 + 72. 
读者 还 可 以 仿 此 在 图 12 中 找 出 
很 多 类 似 的 关系 来 . 
然后 ,观察 图 12 的 如 下 特例 ; 当 
BAC 两 点 恰好 重合 ,这 时 八 FCB 


进化 成 一 点 , 针对 这 一 特殊 图 形 ,我们 特地 提出 如 下 引 理 (字母 重 
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新 作 了 调整 ) : 
引 理 1 Æ AABC 周围 作 ADBC、AEC4、AF4B ,满足 如 


PARE 
FA CA 


O SR ARS AE’ 


Gi) /D = Z BAF + /CAE(A) “2+ 43), 


设 线段 AD EF 的 夹 角 为 0( 图 14), 则 成 立 : 
AD _DC BA 
EF CB AF’ 


(2)70= £DCB+ “BAF CB Z1 + 72). 


略 证 ” 作 四 边 形 KLMN ,使 AKLN co 4 
AFBA,AMNL o AEAC( 图 15). 题 设 中 K M 
(i), GD 两 条 件 保 证 了 ANKM o ADCB, 这 


样 图 14 成 了 图 12 的 特例 ,命题 1 对 它 适 用 ,上 
面 已 经 说 过 , (1)、(2) 两 条 也 就 必然 成 立 . 

下 面 证 明 命题 2 

证 法 一 如 图 16, 作 线段 OE, 
OF ,使 得 如 下 两 个 条 件 同 时 成 立 : 

OE PN-+OK 

D OF = PK ON 

Ga 471+ Z2 = ZP. 
易 知 人 ONK 及 其 周围 人 PKN、 
和信 EOK .入 FNO 满足 引 理 1 的 条 件 . 

根据 命题 2 的 题 设 , 容 易 作 如 下 


推导 : 
QL _ PK OL ON 
QM KO MO NP 
OL OF 
~ MO OE’ 
/Q= Z KOL + ZMON — /P= 图 16 
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Sit Z3+ 424+ 44—-7P = 3 十 人 4, 这 表明 AOLM 及 其 
周围 三 个 三 角形 AQAML AFOM, NELO 也 满足 引 理 1 的 条 件 ， 
于 是 对 上 述 两 部 分 图 形 分 
别 运 用 引 理 1( 图 17), 可 得 
a) PO _ PO | EF 
OQ EF OQ 
- [PK NO). (OF , ML) 
KN OF OM IQ 
_ PK , NO ML 
KN OM LQ’ 
(2) 一 POQ( 以 右 侧 为 内 部 ) 
— <0: 十 <0, 
~ (Z PKN + ZNOF) 
+ (AFOM + ZMLQ) 
— / PKN + Z NOM 
+ ZMLQ. 
命题 2 证 毕 . 
证 法 二 
引 理 2 设 O 是 人 4BC 内 一 
BO 点 关于 人 4BC HEREZH 
形 是 ADFEF( 图 18) , 则 
ZEDF = / BOC — ZA, 
ZFED = {COA — /B, 
Z DFE = /AOB- /C. B 
证 略 . 
注 记 1 引 理 2 是 关于 垂 足 二 角形 图 18 
的 基本 结论 ,通常 称 之 为 Miquel 公式 ,见于 《近世 几何 学 》-… 书 8186 
(R. A. Johnson 车, 地 不 荣 译 , 商 务 印 书 馆 1937 年 版 ). 
注 记 2 当 O 点 位 于 人 A4BC 外 时 ,也 有 类 似 结论 成 立 , 但 相应 要 作 …- 些 
修士 . 如 针对 图 19 ,结论 为 : 
134 


P 


ZEDF = /BOC + /A, 
ZFED = /B— /COA, 
ZDFE = /C — /AOB; 


| 
NUL 
O 
图 19 
而 针对 图 20, 结 论 为 : 
Z EDF = 2x — “BOC — Z A, 
Z FED = ACOA — /B, 
Ź/ DFE = Z AOB 一 /CC 
以 下 证 明 命题 2 中 ,O 点 关于 
APKN 的 穗 足 三 角形 ( 记 为 
AUVW) 相似 于 OO 点 关于 
AQLM WY #2 = ff B Gd WF 
A XYZ). 
如 图 21, 由 引 理 2, 
ZWUV = /KON + 一 已 ， 
ZEXY = 2r — ZLOM — ZQ, 
而 由 命题 2 的 题 设 ， 
ZP+ /Q+4+ /KON + ZLOM = 2r， 
即 得 。 ZWUV = /ZXY. @ Mal 
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对 图 内 接 四 边 形 OWKU 用 正弦 定理 (注意 OK 是 该 圆 的 直 


径 ) ,得 
UW = OKsin/ 1. 
ja] FH UV = ONsin / 2, 
AZ = OLsin “3, 
XY = OMsin / 4. 
pH UW _ OKsin/1 OK PN 
UV ONsin/2? ON ' PR’ 
XZ OLsin/3 _ OL QM 


SS 


XY  OMsin/’“4 OM QL’ 


由 命题 2 的 题 设 ， 
OK .PN _ OL .QM 
ON PK OM QL’ 
3 UW XZ 
H@.@® m AUVW a AXYZ 成 立 . 
(1) 分 别 对 图 内 接 四 边 形 PWOV .OZQY 用 正弦 定理 ,得 
WV ZY 
OP = sin’ P’ OW = sin “Q' 
OP _ WV sin/Q 
Te OQ ZY ' sin/P’ 
i ZK .No .ML 
KN OM IQ 
sin/2 .ON _sinZQ 
~ sin“ZP OM sin/“4 
= ONsin #2 _ sin’ Q 
 OMsin<4 sin/P 
UV sin ZQ 
= Fy "sin P’ 
z OP PK NO ML 
即 得 56 = KN OM" TQ: 
(2) 根据 引 理 2， 
LUVW = “PKN — “PON, 


136 


Z XYZ = Z MOQ — ZMLQ. 


“AUVW o AXYZ, „s. ZUVW = Z XYZ, 
即 ZPKN — “PON = “MOQ — /MLQ, 
由 此 即 得 一 POQ( 以 右 侧 为 内 部 ) 
= PKN + ZNOM + /MLQ. C 


注 记 “上述 证 法 是 笔者 受 江 苏 昆 山 市 亭 林 中 学 胡 福 林 老 师 1994 年 8 月 
26 日 来 信 的 局 发 而 找到 的 . 

下 面 介绍 命题 2 的 第 三 种 证 法 ,是 由 浙江 东阳 市 东阳 中 学 高 三 (6) BEM 
军 伟 同学 提供 的 (1994 年 9 月 8 日 来 信 ). 

WA= 

5| 理 3 ( 托 勒 密 定 理 的 推广 ) 如 图 22, 在 四 边 形 4BCD 中 ， 
BAT. 

AC? - BD? = AB’? . CD’ + AD’ - BC? — 2AB+CD 

* AD » BCcos( Z A + ZC). 


A 
P B 
C 
Al 22 图 23 
证 明 如 图 23, 作 AEBC o ADAC, 
* BE = AD » BC 6 


AC 


由 AEBC o ADAC HWE AEDC c ABAC, 
_ AB » CD © 
AC 
对 AEBD 用 余弦 定理 ,得 
BD’ = BE* + ED’ — 2BE + EDcos/ BED, 
6). © 两 式 代 入 ,并 注意 到 ZBED = 2x 一 “BEC — “DEC = 
2r — ZD — ZB = ZA + /C,5|HBGiE. 
(1) 由 已 知 , 令 


“LD 


而 “P+ “KON + “LOM 
+ ZQ = 2r, 
& cos(/“P + “KON) 
= cos( “LOM + ZQ) 
= cosa, 
对 四 边 形 PKON 用 引 理 3, 
PO’ . KN’ 
= PK’ -ON* + PN’? 
e OK! — 2PK » ON 
e PN +OKcos(/P 
+ Z KON) 
= PK*+ON?(1 + k? 图 24 
一 2kcosa). 


HH, OQ > LM’ = QL’? OMA + k? — 2kcosa). 
. PÈ. KN? PK’. ON? 


OŁ- LM: QE - OM’ 
BN PO _ PK NO ML 
OQ KN OM LQ’ 

(2) 即 证 LPON + /QOM = /PKN + /QLM, 

或 APON — /PKN = /QLM — /QOM. 
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在 四 边 形 PKON 内 作 ASON c 人 PKN, 易 证 ASPN o 
AOKN. 同样 ,在 四 边 形 OLQN AYE ATILO o AMOQ, 易 证 
ATMQ a ALOQ. 

Z PSO 
= on — “PSN — /OSN = 2n — “KON — /P 
= In — /OLQ — /OMQ = 2x — / MTQ — /LTQ 
= /MTL, 
PS __PS SN OK PN 


SO SN SO ON’ PK 
_ OL QM MT TQ MT 


~ OL “OM TQ TL TL?’ 
APSO wm AMT L, 


‘^. Z POS = /MLT, 
HI “PON — /PKN = /QLM — /QOM. C 
以 上 三 种 证 法 ,思路 不 同 , 却 都 体现 了 平面 几何 的 优雅 ,可 谓 
BATE. 
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又 心 四 边 形 中 十 点 不 共 线 及 二 其 它 
HETES- PF RAE NEE 


既 有 内 切 圆 又 有 外 接 圆 的 四 边 DE RA DOD MWe, 如 图 ， 
ABCD 是 双 心 四 边 形 , RAUB SRA Ade OOO, 
OGFE ,Talslclbp 分 别 是 它 的 切 点 四 边 形 , 旁 心 四 边 形 . 结合 图 形容 
Fy ve FA Tell AREF AWE OO, ,半径 为 R. 四 个 劳 切 
圆 半径 分 别 是 Fases est d. 

Lw AC N BD = Q,0F N EG = Q, 5] slp 1) lale = Q, AC 
与 BD 的 中 点 连 线 段 的 中 点 为 E,OF 与 EG RE RERBR EA 
At Ey Tale 与 11o 的 中 点 连 线段 的 中 后 为 Es. 可 以 证 明 OFs, FI, 
GIr EIn 相交 于 一 点 POER WX). 

文 [1| 提 出 猜想 ;证 明 或 否定 1,Oi,O0;,Q,Qi,Q@;,Ei,E;,E;,P 
十 个 点 共 一 直线 . 本 文 证 明 这 十 个 点 不 在 一 直线 上 及 其 它 结 论 . 

双 心 四 边 形 ABCD 的 内 角 , 边 长 ,面积 ,内 切 加 半径 , 半 周 长 ， 
外 接 圆 半径 分 别 记 为 :4,B,C,D,14B81 =a,|BC| = b, |CD| = 
c,|DA| =d,S,r,p,R. 规定 :x = ctg oy = ctg S42 = ctg 2 ， 


t = cig =i 
tz 一 ty 一 上 上， 
(过 十 y)(Cy 十 z)(z 十 1 人 十 Z) 一 (CT 十 yy 十 zz 十 二 
结合 图 形 我 们 容易 证 明 
ad b Cc d — [1] 
4  — = fl, 
x+y yte 之 十 上 t+-z 
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Va Ts F: 


一 一 ——— 1 r. 
TY yz zt tX 


在 双 心 四 边 形 ABCD 中 ,不 妨 设 最 长 边 是 AB, ABT O! 
相 切 于 点 0, 以 O 点 作 原点 ,07 所 在 直线 作 纵 轴 y 建立 平面 直角 坐 
标 系 xOy, 这 种 坐标 系 称 为 特定 平面 直角 坐标 系 ,那么 了 T(O,r). 


Ty 


定理 ”在 特定 平面 直角 坐标 系 中 , 双 心 四 边 形 4ABCD 四 个 顶 


点 的 坐标 : 
— 2 et — yz, 2O + 2) 
AC rz,0),C| yF: rs >F: r 


kd 


zt — zt —2 2(x+t) 
Bory 0). D STE | 


证 明 “如 图 ,在 特定 平面 直角 坐标 系 中 ,点 C 的 纵 坐 标 ， 
—heinR — „2y _ 2y tz) _2Q +z) 
Ye SOI STIL DT EET yee 


占 = -一 一 — 
点 CHIERE ze = ry — becosB = ry — rly + z) y i 
y +1 


pe 
a et eye, 27 ye et 


y + 1 ytt 


所 以 c| Ea, 2(y +z) 
ytt yee |e 


ra] p= 2 2(x+t) 
LE? " atz r); 
显然 ”A( 一 rz,0),B(ry,0). 
Eti ”在 特定 平面 直角 坐标 
x RA 4 as H iy 

DO mints. 中 , 双 心 四 边 形 ABCD 的 外 

erm 2 — zy t yz + zt t tx 

9 $ i ae 


4 

证 明 由 定理 ,对 角 线 AC A M 的 坐标 
ty = 2 YT t ta ytz 

Oy Fr oe ro YM 一 r 

ytt’ 

ka = 2Cy + z) 

2 + zy — yz + zt + tr’ 
AC FR) PERT FE 
Y — yr? Žr 

ytt 

2 Hry 一 yz 十 zt 十 tz x -一 
0 


X O AB i Ery 
Ay PEE , 可 设 O; Cs rm) , 并且 O; 也 在 


AC By eZ i ,因此 
_3ə3+z Ty 一 yz + zt + tzr + 
o 2 
y+t 2y + z) 
， 2 一 Zr 十 开本 3 一 时 十 红 一 2“ 
2 2Cy +t) 


o 1 
= 2 — Ty + yz + zt + trr. [ | 
推论 2 在 特定 平面 直角 坐标 系 中 边 形 顶 
sekm 角 坐 标 系 中 , 切 点 四 边 形 OGEF 四 顶 
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7T 


2(zZy 十 1)( 一 z) 2(zy 十 1)(zt 十 二 ) 
0(040)+F | G@teziytt) ， @tagtD i 
l 2 r Ty | 2 2y r 
大 十 & z+z }’ 
证 明 SE = 之 , 记 FCX,Y), 则 


2 yz — zt z zt —2zt— 2 
a <7 t 十 二 全 ”一 4 


9 


E| — 


ya ytt t Zz+z 

之 
1+ — 
_ 24zy + DG- 2) 
(xtz(y+t) ’ 

2(y + 2) z 2CZ +t) 

y ytt rts r+2 d 

1 十 一 


Ch DGtt+ ID 
(xtz(y+tt) © 


其 余 三 点 的 坐标 请 该 者 证 明 . 
推论 3 ”在 特定 平面 直角 坐标 系 中 , 劳 心 四 边 形 Talplclp 四 
顶点 的 坐标 : 
[,0C—x+ yr, 一 FrZy) LesCCy + 2)r ,ryz), 
[eC — z)r, (2 + 2t)r) sSIp(— Ce + t)ryrtz). 
at — | 2X 


证 明 如 图 ,AD N BC = A, rr 
M Azsle lta 四 点 在 一 直线 上 ， 


Ale _ Tec zt + 
FF Il rr 一 rc 1 一 zt 记 Tc(X,Y), 则 
zl 
y= x—t _ Gt VA 24), Gg yy. 
i+ zt x — t 
1 — zt 
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LX a zt 
xt l— zt  C@xt+t)C — 2t) 
zt z—t 
I+ T= ae 
所 以 [oC — z)r,(2 — 2t)r). 


又 ABN DC=A iro], 
t y 


同 理 Ig(Cy + z)ryryz). 

同 理 (一 二 yr, —rery) ,Ipl— (x +t)r,rtxz). [] 

我 们 应 用 直线 的 两 点 式 方 程 , 解 二 元 一 次 方程 组 求 两 条 直线 
的 交点 ,通过 计算 有 : 

1" 旁 心 四 边 形 TarafcTp 的 外 心 D(( 一 十 y)r, 广 (一 zy 十 3 
十 zt + tz)r). 

2° 对 角 线 交 扣 的 坐标 :茶点 2Z 与 点 2Z1 重合 , 记 作 2Z(Z1). 


Xa — y) Mary +1) | 
ee] G+oOGFD GoGEN)” 


Q, (D O,r). 
3° 劳 心 四 边 形 , 切 点 四 边 形 对 应 顶点 的 连 线 的 交点 , 记 O7 门 
Fle -一 P,GI; N= Elp = P., 
2(z — y)r 2TYyr | 
PPA GG 2 GF GFO 2) 
我 们 应 用 线段 中 点 坐标 计算 公式 ,容易 求 出 对 角 线 中 点 的 连 
F | ry 一 TY Hrt 一 X 十 z2 —2t? zy? 一 22y 十 4 一 47 +22 一 21 
4(y +t) (2 +2) 
ry 十 yz ttx tz +t 十 2 
2(x +2) Cy +t) ” 
F k —t?z Hx 十 工 一 y +z 一 2 Cx +24)? +22’*y? 十 4+ y’ 
í 2(z +2) Cy +£) ' 2(z +z)Cy +t) 


Y = r= (2 十 zi)r， 


ris 
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E,(O,) 3(- x + Dry xy + yz t zt + tx + 2)r}. 


1?) 双 心 四 边 形 两 个 圆心 与 其 对 角 线 的 交点 共 一 直线 . 
证 明 
2(ry +1) _ 
人 (十 z)Cy +t) _ ry — yz- xt — tar 2 
e 2(z —- y) 2(z — y) 
(x +z)(y¥ +t) 
2 一 Zy 十 yz 十 对 十 红 
4 
y— 2x 
2 
xy — yz — zt — tr + 2 
2(Z — y) i 
X IQ N IO =1, =Z 4 1,0,,Q łk — (ry — yz 一 zt 
—tz+2)X — 2(x— y)Y + 20a — y)r = 0. 
、 一 一 2 一 上 2 
评注 kip 一 Ria, = yoy 入 点 IQ), 
O, CE;),0,,Q(Q,),P RE BR: (ry — yz 一 zt 一 tr 十 2)X 一 2(x 
一 y)Y + 2(X — y)r = Q E. 但 是 十 点 7(Q ,O,CE3) 50,,Q(Q,), 


P,E, E, 不 在 同一 直线 上 . 


l 


其 它 结论 
应 用 平面 上 两 点 间 的 距离 公式 有 : 
R? = =a (ey + yz + zt + tY + 4lry + ye + zt + tx). 


vr +A4R 一 zy+yztzt+tr_ R; 


r 2 r` 
AGEN :0O F = [zy + yz + zt + tx)’ 
— ACry + yz + zt + tr) |r’. 


MAVAKHER:OA+>ED+-CG+ BO 一 二 
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对 角 线 的 长 : 


AC = 4 


4 — 
pP BD= 775k 


， 2(xy 十 1) /rrr 
OF “Gtr tt zt +e + + Ir, 


2 
一 一 f | | 2 2 ， 
EG (y+ )l(r +z) (tty rz ey + Cat + Dr 


Islo = Via ty Fe +H + Gz — rr, 
Lile = Va — ytz tř 4+ 24+ ry tz)’r. 
劳 心 四 边 形 , Wa PU ay Rat A SS), RE RK 


WE mR! 有 

S zy 十 yz 十 zt 十 ir _ 8, 

C 

例 20 双 心 四 边 形 ABCD 的 边 心 距 darsdecsdensdna 适合 
等 式 


dap + dpe + dep + dpa = Vr’ + 4R? +r. 


证 明 daB 一 N R? — dar 


= [zy 十 yz 十 zt Hir) 十 4(zy 十 yz 十 zt +tr) |r’ -~+ + y)?r? 


i) ro 


-- TC zy + ye + zi Htr + 2r. 
辣 理 ;dgc = 4 (xy — yz + zt + tx + 2)r, 
den = + (xy + yz — zt + tx + Dr, 
dpa = T(xy + yz + zt — ta + 2)r. 


“dan + dgc + don + dpa = > (ay + yz + zt + tx)r + 2r 


20 fr? + 4R? 一 r) 
r 


+ 2r 


rej dole 
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= Jr? 十 4R? +r. 
例 3°) 双 心 四 边 形 的 芝 心 四 边 形 的 对 角 线 长 的 和 不 小 于 
2Cr F AR 十 7), 也 不 小 于 双 心 四 边 形 的 周 长 . 

证 明 Islo = [C£ ty +z +t + z tr) ir 

= (L? + y? +H z HEP + 2ry+ 24+ 2at + 2yz + 2 + 2zt + 
yz’ + tr 一 2)tr 

= [(y?2? + 2? + (2? + 0°) + Bat + Cy? +27) + 2yz + 2Cry 
+ zt) + 2)]57 

> (yz? 十 tx? + 4zt + 4yz 十 6)37 

= (yz + tx + 2)r. GER xz = 1, yt = 1, xyzt = 1) 

同 理 lile = t + ry + 2)r, 

所 以 Lalet Islo È (xy + yz +2t+txe+4)r 


= (2V HAR or) 4g = 200 FAR +r), 


当 且 仪 当 双 心 四 边 形 为 正方 形 时 式 中 等 号 成 立 . 

又 显然 有 Islo > (t+ ytz tè), 

Isle = | @— z +r yY 十 (2 十 了 十 xy)? Jr 

= [P + 227+ 477+ y + Pet + at + Q2y2e + 2ry4t 27? + 2’ y’? 

十 2 tr 

> HLHH y + 2et + at + Qyz + Qey +24 2)Fr 

= (tz + zty). 

EFLI Islo + lie 22(ltr+yt+tz+0r=a+b+c+d, 
当 且 仅 当 双 心 四 边 形 为 正方 形 时 式 中 等 号 成 立 . 

例 4 zp 为 双 心 四 边 形 的 半 周 长 .求证 : 

8r( Vr + 4R? — r) <p (Vr + 4R +7)? 
(参见 [4] 中 40). 

证 明 p SH ret ytr24 ty’ 
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=rirt+ywte2at+nHG4 2) 
= r? (yz + ta + 2)Cry + zt + 2) 


< 二 (zy + ye + et +tx2+ 4)° 


= srt (AYE EARS Or) = yA FaR +r)’. 
: 


“2 


又 (a4-ytee-tyY’ >20, 

BN a? ty? +27 +t? —2ry +2 —2tx —2yz +2 —2zt 20. 
所 以 z +y t z H+ 4S dry + 2yz + 2zt + 2tz. 
Mm Cat ytz tty SAtry t+ ye + zt + tz). 


2 2 _- 
pe art ENTAR gr( Vr AR? — r). 
8r( V FAIR — r) <p SVFR +r’, 


当 且 仅 当 双 心 四 边 形 为 正方 形 时 式 中 等 号 成 立 , 


L1) 


[2] 


L3] 


[4] 
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两 类 星 形 及 其 日 交 数 
湖北 武汉 市 第 二 十 三 中 学 EFA 


有 这 样 一 道 题目 :一 条 由 203 条 线段 组 成 的 封闭 折线 , 且 任 两 
线段 都 不 在 一 直线 上 ( 即 这 种 折线 的 任 3 个 顶点 不 共 线 ) ,对 于 这 
种 折线 自身 相交 的 交点 最 多 能 有 多 少 个 于 ? 

回答 这 类 问题 的 ,有 ” 边 封 闭 折线 自 交 数 最 大 值 公式 563] 

nn i (n 为 奇数 ) 
K, =. 
na) 7 全 十 1 (n 为 偶数 ). 

但 是 ,[2j[3j 文 未 能 令 人 满意 地 给 出 自 交 数 达 到 最 大 值 的 几 
何 模 型 . 

本 文 介绍 的 两 类 星 形 单 向 极 位 星 形 和 双向 对 称 星 形 , 平 
凡 而 美妙 ,是 自 交 数 达 到 最 大 值 的 几何 模型 . 


(一 ) BURL BI 


关于 球星 形 ( 一 笔画 成 ) 的 生成 ,有 如 下 基本 定理 四， 

对 于 排 成 一 圈 的 个 点 ,从 某 一 点 开始 , 顺 次 连结 相隔 < 
”十 1 之 号) 个 点 的 两 个 点 成 为 边 ,能 生成 边 素 星 形 的 充 要 条 件 
是 (mr 十 1) = 1B a Gr 十 1 互 素 ), 其 中 7 叫 生成 数 ,并 把 这 样 
REE GARAE) 记 为 P,(n). 

由 此 容易 得 到 (证 明 从 略 ) 
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引 理 1 ”对 于 一 个 任意 的 确定 的 n(n 之 3,n EN),n 边 素 尾 形 
Pin) WERS r 都 有 最 大 值 ,这 个 最 大 值 就 是 


n— 3 (n = 4m + 1) 
7 

n— 4 

n— 6 


2 (n = 4m + 2). 
定义 1 在 所 有 的 n 边 素 星 形 P,(n) 中 ,生成 数 最 大 的 那个 星 
形 叫 做 边 单 向 极 位 星 形 . | 
例如 , 当 n 二 15 时 ,所 有 的 素 星 形 有 P。(15)、P,(15)、P,(15)、 
Pe(15) 共 4 种 ,其 中 Pe(15) 就 是 15 边 单 回 极 位 星 形 . (如 图 1) 


Pat) Ps) 
图 1 
5| 理 2 ERA rhn WEE P,(n) 自 交 数 最 多 为 nr. 
证 明 BRR P, (n) 的 任 一 边 AA G = 1,2,… ,nn)，, 约 
E A MEAD. APRA S An, ZIBB hat CE ES om 
上 ), 而 这 7 个 点 的 序号 数 与 4, 的 序号 数 不 相 邻 , 且 互 不 相 邻 ( 否 则 
与 生成 数 为 > 矛盾 ). 其 中 每 一 点 均 引 出 两 边 与 该 边 AA 交 于 两 
点 ,最 多 可 共 得 2nr 个 交点 (这 只 须 避 人 免 三 边 交 于 一 点 就 可 以 了 ). 
但 每 个 交点 被 重复 计算 了 一 次 ,所 以 n 边 星 形 P,(n) XKR E 
为 nr. [ 
定理 1 x 边 单 疝 极 位 星 形 自 交 数 最 多 为 


n(n — 3) (n = 4m + 1) 


2 
K, 一 一 (n = 4m) (m € N) 
n(n — 6) 
2 | (n = 4m + 2). 
证 明 ”由 引 理 1. 引 理 2 立刻 可 得 . [| 
因此 ,x 为 奇数 时 的 封闭 折线 自 交 数 达 到 最 大 值 的 几何 模型 ， 
可 以 看 作 是 n 边 单 癌 极 位 星 形 . 


(Z) 双 癌 对 称 星 形 


先 给 出 对 称 点 的 概念 . 

定义 2 对 于 能 排 成 一 图 的 n 一 2k (k E N) 个 点 A, , 和 A 9 ”9 
A, ERB AAGE (1,2. nD 两 侧 的 点 数 相同 ( 均 有 二 一 1 
二 一 1 个 ), 则 称 总 4; 与 4; 是 一 组 对 称 点 ,线段 A;A, 称 为 这 个 图 
的 一 条 直径 . 

显然 ,上 述 2k 个 点 共有 组 对 称 点 . 

5 | 3 对 于 能 排 成 一 圈 的 n 一 2k (k — 235°) 个 点 ,把 其 
中 某 一 个 点 标号 为 41, 从 A 开始 , 按 一 定 的 方向 ( 顺 时 针 或 道 时 


针 ) 每 隔 * 二 一 一 2 个 点 依次 标号 为 4,4,,… A IRI RD 


m 中 任意 两 点 的 连 线 一 定 不 是 直径 ) » RF Ay, Ag. 9° ,A 的 对 称 
点 分 别 标号 为 Artis Artt A,. 这 种 环 状 排列 方式 叫做 n 个 点 的 
双 癌 对 称 排 列 , 且 这 种 排列 是 唯一 存在 的 . 

例如 ,图 2€a) Cb) 4) Fil fen = 8(n = 2k = 4m WD) Fin = 10 
= 2k = 4m 十 2 型 ) 的 双向 对 称 排列 . 

证 明 思路 是 先 构 造 一 种 排列 ,再 证 明 这 种 排列 就 是 双向 对 
称 排列 . 至 于 唯一 性 ,由 构造 的 过 程 即 可 得 证 . 


Tol 


(a) (b) 
图 2 
分 两 种 情形 (为 方便 计 , 以 下 把 圈 画 成 一 个 圆 ) : 
情形 (一 ): 当 n= 2k = 4m(m EN) 时 ,构造 排列 有 三 个 步 又: 
方向 按 生成 数 7 二 针 芋 一 -一 一 m 一 2( 这 个 生成 数 就 是 2m 一 
1 边 单 向 极 位 星 形 的 生成 数 ) ,依次 将 这 些 点 标号 为 41,4,,…， 
Aim—2» 4 连结 AÁ, „Åz A3, ttt > Asm pA om—1: CE ct BI 
极 位 星 形 的 结构 特征 可 知 点 4;, 与 4,。, 是 “ 相 邻 ”的 两 点 , 即 圆 上 
没有 别 的 点 把 它们 隔 开 ) ,如 图 3a). 
第 二 步 , 在 劣 弧 4,4:。， 上 了 到 一 点 ,标号 为 Am 这 时 点 AG = 
1 ,2，…，2777) 把 圆 分 成 2m Fe I Be , an Ki 3(b) ;其 中 点 A; 画 成 实心 
的 点 . 
第 二 步 , 按 如 下 规则 插入 新 的 2m 个 点 4 并 对 它们 标号 : 
O 在 劣 弧 4,4,。 上 不 取 点 ; 
GD EZMA Am 上 插入 两 个 点 ,标号 为 hs Am HER 
PY 44 与 44 在 圆 内 相交 (用 虚线 表示 ); 
Gu) 在 其 余 的 2m 一 2 条 劣 弧 上 各 插入 一 个 点 ,将 圆周 角 
LA AA G= 2,3, 2m 一 1) ATM EGA RET ARS 
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A,, 且 使 得 i + 7 = 4m 十 1. 如 图 3(c) HPA AG = 2m 十 1,2m 
十 2,… ,4m) 画 成 空心 点 . 
这 样 就 构造 出 了 nn = 4m 个 点 的 一 种 环 状 排列 . 


(a) (b) (c) 
图 3 
下 面 的 任务 是 证 明 上 述 这 种 排列 就 是 双向 对 称 排 列 , 即 证 明 
这 种 排列 符合 两 个 条 件 : 上 四 点 A ASG = 1,2,…,2m,j = 2m 
+1,2m 十 2,… ,42 十 一 4m 十 1) 是 对 称 点 ;加点 4 与 4 (Ci 


= 1,2,…,2m 一 D SAR = 各 一 和 一 2m 一 2 个 点 ， 


Q ”证明 上 点 4, 与 4;G 十 7 = 4m 十 1) 是 一 组 对 称 点 ,分 三 种 
情况 : 

O SCA AL Aun 的 对 称 性 ,因为 在 新 的 点 Aj; 插入 之 前 ,在 
封闭 的 2m 一 1 边 极 位 星 形 ( 生 成 数 为 mx 一 2) 中 ,点 Azm-1 与 4 是 
邻接 点 ,所 以 点 Arm 1 与 4 之 间 相 隔 m 一 2 个 点 (如 图 4(a)), 而 这 
m 一 2 个 点 把 圆 弧 分 成 的 m 一 1 条 弧 段 上 分 别 插入 了 一 个 点 , 共 插 
入 严 一 1 个 点 ;另外 ,由 规则 可 知 ,点 Arms Armi 必 在 线段 414, 的 
FW A A ERB A Aum 与 AmAam+1 在 圆 内 相交 ), 即 A, 与 4。， 
之 间 相 隔 1 个 点 (如 图 4(b)). 这 样 ,连同 点 4、 Arm ; 算 在 内 ,点 
| Am 与 A, 之 间 共 计 相 隔 (m — 202 + (Cm — 1) +1 +1 = 2m— 1] 
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= 7 一 1 个 点 .这 说 明 点 41 与 ht 是 一 组 对 称 点 (如 图 4(b)). 


(a) (b) 
图 4 

Gi) 再 看 点 An 与 Ami, 的 对 称 性 . H FRB AA, 是 圆 的 一 
条 直径 ,而 线段 AmA 与 它 相 交 于 圆 内 ,上 且 点 4 5 Aim Asm ;与 
Aum 在 圆 上 分 别 相隔 0 个 点 , 故 线段 A, Ane, 也 是 圆 的 一 条 直径 ， 
即 As, 与 Amt 也 是 一 组 对 称 点 (如 图 4(b ) ). 

GD 最 后 看 点 4; 与 A; = 2,3,*…,2m 一 1,j = 2m 十 2,2m 
+3, ,hm 一 11 十 j= 二 hm 十 1 的 对 称 性 . 因为 在 新 的 点 4 插 
入 之 前 ,4, 5 An 之 间 相 隔 m 一 2 个 点 ,把 人 劣 弧 4;4,, 分 成 天 一 
1 个 弧 段 (如 图 5Ga)) , 依 规则 ,在 这 一 1 BIERMA T n 一 
1) 十 1 二 mr 个 点 4;( 注 意 ; 这 是 因为 劣 弧 4,4,。, 上 插入 了 两 个 
点 ,而 其 余 弧 段 上 各 插入 一 个 点 ) ,连同 点 AL, 算 在 内 ,点 A 与 4 
共计 相隔 (mm 一 2) +m +1 = 2m 一 ] = F 一 1 个 点 .这 说 明 A, 
与 A; 是 一 组 对 称 点 (如 图 5(b) )， 


© WHA A 5 An 在 圆 上 相隔 2 二 = 2m 一 2 个 点 ( 指 


ANA wb) ,这 一 点 事实 上 由 上 述 的 证 明 中 已 得 到 确认 . 
综 上 所 述 ,情形 (一 ) 的 三 个 步骤 所 得 到 的 环 状 排列 ,就 是 双 
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(a) (b) 
图 5 
回 对 称 排列 ,至 于 其 唯一 性 ,由 存在 性 的 证 明 过 程 便 知 . 

情形 (二 ): 4n = 2k = 4m ++ 2m EN) 时 ,构造 排列 有 两 个 
AER : 
第 一 步 , 在 圆周 上 取 2m 十 1 个 点 ,从 其 中 某 一 点 开始 , 沿 一 定 
的 方向 , 按 生成 数 7 一 2D 3L mm 一 1( 这 个 生成 数 就 是 
2m + 1 边 单 癌 极 位 星 形 的 生成 数 ) 依次 将 这 些 点 标号 为 A Ad, 
se Ams Ampir 连结 AA, AAt s Aom Amys AmA 这 时 点 
A: Ci = 1,2,0, 2m, 2m + 1) 把 贺 分 成 了 2m + 1% E u B 
6(a) ,其 中 点 A 画 成 实心 点 )， 

第 二 步 , 在 圆周 角 ZA: A; Ap G 一 1 2，……，272 十 1 ,约定 Ay 
就 是 Ami Amt 就 是 Ai) 所 对 弧 上 分 别 插 入 新 的 2m + 1 个 点 ， 
WA A, (G = 2m 十 2,2m 十 3,…,4m + 2), 且 使 得 i 十 j= 4m 十 
3( 如 图 6(b), 其 中 点 A 画 成 空心 点 ). 

这 就 构造 出 了 当 ne = 4m 十 2 时 的 双向 对 称 排列 ,其 证 明 类 似 
于 情形 (一 ) ,这 里 从 上 略 . [ 

定义 3 n= 2H A,A Anlk > 1,2 EN) 成 双向 对 
PK FED , 按 序 号 次 序 依 次 连结 4 一 4 一 4 一 一 4 一 År 一 

… 一 4 一 4 这 样 生 成 的 封闭 折线 称 为 双向 对 称 星 形 . 记 为 
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(a) (b) 
图 6 
P, (n = 2 有 .其 中 -一 不 一 2 一 对 于 和 叫做 双向 对 称 星 形 的 半生 成 
aX. 
图 7(a) Æ n = 20 的 双向 对 称 星 形 Ps(20 = 2 Xx 10), ¢b) 是 
n = 18 的 双向 对 称 星 形 Pi(18 = 2 X 9). 


图 7 | 
定理 2 n= 2& 边 双向 对 称 星 形 P,(n = 2k) 的 目 交 数 最 多 为 


= n(n — 4) 
= +1. 


证 明 ”在 半生 成 数 为 r = k — 2 Hn = 2& 边 双向 对 称 星 形 
P,(n = 2k) 中 ,将 所 有 的 边 分 成 三 类 ,分 别 考察 边 上 的 交点 个 数 . 

(1) 考察 边 44 一 1,2,… 和 ,一 1), 由 于 点 4; 与 4; 相隔 
& 一 2 个 点 ;而 这 一 2 个 点 的 序号 数 与 4, 的 序号 数 不 相 邻 且 互 不 
相 邻 (否则 与 半生 成 数 7 = 一 一 2 矛盾 ) ,其 中 每 一 点 均 引 出 两 边 与 
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H AA 交 于 两 点 ,最 多 可 共 得 2k 一 2) 一式 一 4 个 交点 . 
Gi) 考察 边 4,4A;y1( 二 十 1 十 2,… ,nn 一 1). HFA AG, 
Le， yA, 分 别 是 总 A, sAr] eA] 的 对 称 点 ,所 以 连结 A, -> A, 
~ 一 4 一 4 时 的 绕 圆 心 的 转动 方 网 与 连 绪 Au: > Ane > 
… 一 A, 一 4, 的 转动 方向 正好 相反 , 且 两 种 转动 时 的 生成 数 相 
等 , 均 为 半生 成 数 ( 这 就 是 命名 为 “双向 对 称 星 形 ” 的 缘由 ). 由 对 
称 性 , 边 AJA, 上 至 多 共有 nn 一 4 个 交点 . 
(iti) 考察 A Ag A,A, 这 两 条 边 JAW A, Ags: 9 它 是 一 条 直 
径 , 两 侧 均 有 -7 一 1 一 上 一 1 个 顶点 ,由 于 对 称 性 ,只 考虑 某 一 侧 即 
可 . 这 一 侧 的 & 一 1 个 点 共 引 出 2( 一 1) 条 边 ,但 有 且 只 有 一 条 边 
Ap As CX AA) 与 AA Sb GE AF GD ,考虑 生成 数 即 
可 ) ,所 以 边 ArAr 上 至 多 可 有 2 一 1) 一 1 二 一 3 个 交点 , 同 
理 边 AA, 上 至 多 也 可 有 一 3 个 交点 . 
综 上 所 述 , 非 直 径 的 边 ( 共 有 ) 一 2 条 ) 上 至 多 共有 (n — 2) 
一 4) 个 交点 ,是 直径 的 边 ( 共 有 两 条 ) 至 多 共有 2(n 一 3) 个 交点 ， 


但 每 个 交点 被 重复 计算 了 一 次 ,所 以 n 边 双 向 对 称 星 形 的 自 交 数 
REHOVOT I» ~ 4) 


= => tl E 
因此 ,n 为 偶数 时 的 封闭 折线 自 交 数 达到 最 大 人 的 几何 模型 
可 以 看 作 是 ” 边 双 向 对 称 星 形 ， 
(=) 结 请 
通过 上 面 的 讨论 ,我 们 有 如 下 结论 : 


1° 对 于 任意 的 n(x > 3,n © N) 都 有 了 唯一 的 确定 的 单 向 极 位 
星 形 P,(n), 其 生成 数 
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(n = 4m + 1) 


(n = 4m) (mE N). 


(n = 4m + 2), 


它 的 自 交 数 至 多 为 nr , 边 数 最 少 的 单 向 极 位 星 形 是 三 角形 . 
2° 对 于 任意 的 2 一 24( > 1,k EN) 都 有 了 唯一 的 确定 的 双向 


对 称 星 形 P,(n = 2k) ,其 半生 成 数 7 一 二 , 它 的 自 交 数 至 多 为 
nr 十 1, 边 数 最 少 的 双向 对 称 星 形 是 纽 四 边 形 . 

3 任意 的 边 封闭 折线 , 当 ”为 奇数 时 自 交 数 至 多 为 
ATE ,其 几何 模型 是 单 向 极 位 星 形 ; 当 为 偶数 时 , 自 交 数 至 


PAE 十 1, 其 几何 模型 是 双向 对 称 星 形 
FAME n = 3,4,5,6,7,8 的 两 类 星 形 及 其 自 交 数 ， 


[1] A.B6. 瓦 西 列 夫 斯 基 鞭 , 李 光 宇 , 王 力 新 译 ,《 数 学 解 题 教学 法 》, 湖南 教 
育 出 版 社 ,1982 年 . 
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西 五 边 形 内 一 点 问题 
汕头 大 学 数学 所 E th 


1988 年 , 王 振 证 明了 ;单位 面积 凸 四 边 形 内 任意 一 点 及 四 
项 点 组 成 的 十 个 三 角形 中 ,至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 不 超过 (2 十 
2v 2 )-: ,并且 这 个 界 是 不 可 改进 的 . 

对 五 边 形 , 何 明 秋 与 陈 计 和 ?1 的 命题 表明 ; 相应 的 常数 小 于 
1/6; © oe I Xl fa AE 实际 上 证 明了 :这 个 常数 不 大 于 2/09 
+ V13) ~ 1/6. 30. 本 文中 ,我 们 将 它 改进 到 最 佳 值 > 1/6.73, 即 

定理 ”单位 面积 凸 五 边 形 内 任意 一 点 及 五 个 顶点 组 成 的 20 
个 三 角形 中 ,至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 不 超过 x, = 0. 1486…[ 是 
方程 11z + 10r? + 5r — 1 = 0 HR], JH. co 是 可 以 达到 的 . 

证 明 ”如 图 1 所 示 , 点 已 在 凸 五 边 形 ABCDE 内 部 的 位 置 可 
以 分 布 在 三 种 不 同 的 区 域 . 


a. EDE b. ÆI c. Fe fy K 
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(a) 如 图 2 Prax» 为 方便 ， 
ft ABCDE 为 4 、 A: A; An 
A,,A;P X Aj4,A;_; T B: Wl] P 
€ B,B,B,B,B;, X w 20 个 三 


角形 中 最 小 面积 为 A. 
当 4;P/B;P 中 有 -一 个 , 例 Y 

如 A,P/B,P > 3.8 时 ， 2 
SA A,A, => 2. 85 4 PA, 之 2. 84; 

由 [1 
Saa aa, Z (2+ 2V2 dA, 

因此 


4<(2 十 2Vv2 +2.8) œ 0.1310. 
所 以 不 妨 设 A,P/B.P < 3.8, = 1,2,3.4,5. 因为 


BLP A,b 
Samr = AB, Saar Sane = Aa SAAP» 
所 以 
A.B 
DO 4 4, 4, — 1 十 4 | Sana 
= OF ai] (Sate t Sane 1 Sara) 
=Saap+ [1+ | Sar 
A,B l BP 
+ E 十 B, A,B aA? 
A;B, A B,P 
S PAA, A,B Sapa, 十 1 十 A,B, A,B, 4044? 
> (s+ ke oe 
3.8 ' 3.8 A,B, 
同 理 也 有 
1 4.8 aR 
Spa4 Del —— +a. 
PA,A, Erk 8 A,B. A, 
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关于 Soa。 这样 的 不 等 式 共 有 5 对 ,将 它们 两 边 分 别 相 加 ,并 用 算 


术 平均 — 几何 平均 不 等 式 ,得 
] 4. 8 
2>104| 于 8 十 3 
rr yh 
Hi VA 
3.8 131066 -1 
人 5X58 0 1810 ~ geg 


(b) 在 仿 射 不 变 的 意义 
下 ,不妨 设 各 扣 的 坐标 为 
Ai(0,a),A,(— 1,0),A;(—c, 
— da),A,(0, — 1),A;(6,0), 
P(x,y), MK] 3. 

作 五 边 形 A,A,A;A,A, 到 
4 4: 4: 4 4 的 变换 ;Ay 
= A,,A, = A,, 

A,(0,a) — A,' (0,t), 

A;(6,0) > A; (1,0), P(x,y) > P' (s,s), 

| e+ d E 4) 
2 2 
(— 1, — 1), c+td>2, 
其 中 上 = J +4046) —1(> Jab) os = #?/(3t + 1). 

容易 验证 ,在 该 变换 下 ,五 边 形 的 面积 不 会 增加 ;下 面 ,我 们 来 
证 明 ; 三 角形 的 最 小 面积 A 不 会 减少 . 

当 c 十 d 二 2 时 ， 


f t i — 了 1 = = 
Sa, A,'A, Sa, A, A, > Sa, A,'A, D ALALA, = Â, 


y cHd<2?, 


A;(— Cy -om 


SAPA 一 一 Sar pa, -一 S ASPAS 


1 ed 十 1) 1 (t+ 10 


2 3+] 2 2 —1+26+4+ 1) 
1. (t + 1)’ab 
2 ab—1+2t4+1)? 


之 
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alj a 8 
= ZJ Ito 1t"! 
> Fmin{ (1 +a)z, (1 + b)y,ab — ax — by} 


= MIN{S 4 pa, 99A Pa, 994 PA} = As 
Pa 2 Spaar = a; 
Spa > Sarasa > A. 
4Sct+d Soh RAMA BiES A! GEV AAA, A! 与 
AAI AY AS MF Saaja, = Saaja 一 方 ;因此 只 需 证 明 人 A 过 二 


这 时 ,不 妨 设 ab > 1. 由 DA A,A, = (a + d— AC) 9A AA, = = 
+c — bd), $8 
(a+t6+QAx 6+ 1)5 44,4, + (a + 1)S4,4,4, 


= [a +b + 2) + A — ab) le +d—2)] 


<4 a+b+2), 


1 
Bl A<<. 


现在 ,我 们 只 须 讨论 变换 后 的 情况 ,这 时 
54444 一 =a +t)’, 


1 2 4 5 


Saa aaa AZ l H Saaana 


1] 2 3 4 5 ? 2 4 5 


> 1 + max| (1 +o, EDE) 
p’ 


> 1 + G +t) = 7.156%, 
其 中 i = 1. 481… BARBY HEP 3—1 =o. 
所 以 
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A ~ dl 
S44, 4,4, Ac < 0. 139. 7. ] f 
(c) R k~ 1. 32 是 方程 y 一 yy 一 1 二 0 的 根 , 我 们 在 L3j] 中 已 
经 证 明了 


A k’ 
Sanoo O R + REH 
易 知 x, È llr’ + 102? + 5r — 1 = 0 HAR. F 
最 后 ,如 图 4 的 实例 表明 ,本 文 所 给 的 常数 是 
可 以 达到 的 :其 中 
AM/MC = AN/ND 


£o — 0. 148.. bi 


= BM/MP B TIN F 
= EN/NP > 1. 32. [ | 
猜想 ”单位 面积 凸 m 边 形 内 一 点 及 mx 个 项 c I 


点 组 成 的 诸 三 角形 中 , 必 有 一 个 的 面积 小 于 图 4 
An’ fm’. 

说 明 ”本文 的 工作 完成 于 1989 年 , 见 [4]; 后 知 A. W.M. 
Dress , 杨 路 与 曾 振 柄 六 也 得 到 了 本 文 的 结论 . 
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圆 盘 上 七 点 的 Heilbronn 分 布 


中 国 科 学 院 成 都 分 院 FER AKE 


(—) 
1950 4 „Heilbronn 提出 如 下 间 题 ; 设 天 EP E E Y 
区 域 ,面积 为 Kln 个 点 在 天 中 如 何 分 布 时 候 , 才 能 使 所 形成 的 


最 小 三 角形 面积 达到 最 大 值 ? 对 于 较 大 的 ”该 最 大 全 HK): 
H,(K) = max. min. {|PP,Pil}/IK| 


EE 


的 渐 近 估计 已 有 一 系列 的 讨论 ,例如 Komlos 等 人 的 文 [11],[21: 
ci dogn) /n? < H, CK) Ser Or /n*”, 

这 里 ci,cs 是 绝对 常数 ;对 于 较 小 的 ” 值 AK) 的 计算 有 很 大 的 
困难 . 1972 Æ Goldberg 在 文 [3] 中 对 于 K 是 正方 形 和 圆 的 情形 ， 
FIVE A HH ACK) 的 一 些 猜测 值 . 现 有 的 结果 |L4-8j」 主要 
是 2 一 5,6 和 天 为 正方 形 ,三 角形 ,梯形 和 圆 盘 的 情形 . 这 篇 短文 
的 目的 是 处 理 n = 7, 天 是 圆 盘 的 问题 , 解 这 类 问题 的 一 般 方法 可 
BAG (4-6 |. 


(Z) 


以 下 设 天 为 半径 为 1 的 圆 盘 ， 
定理 H,(K) = [sin(27/7) — sin (4x/7)/2]/x. 
我 们 首先 给 出 以 下 引 理 . 
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5| 理 1 设 P,P;,,…,P; HEME WA 
„min PPP] < [sin(27/7) 一 sin (47r /7)/2] 
D e |P iP: P, | /L7sin(2x/7) /2 |. 
WER ë BA, |P PP) 要 取 到 最 小 值 ,必需 P;,P;,P; Bt 
边 形 PP 的 三 个 相 邻 顶点 (我 们 称 这 种 三 角形 为 外 围 三 角 
E). 先 证 (a): _min [PP P, |/|PiP Pi] 要 达到 最 大 值 ,必然 
各 个 外 围 三 角形 的 面积 相等 .如果 |P;_1P; P | > min|P,P,P,|, 
将 P; 向 角 PsPiP-: 内 作 小 扰动 至 P; ,可 使 |P;_sP; P > 
min|P;’P;,,P:42| > min|P,_,P;'P,,,| > min, 所 得 新 的 七 边 形 
人 PP 的 面积 比 PPP, 的 面积 减 小 ,但 最 小 
二 角形 面积 不 减 小 ,这 说 明 P,P,…P; 取 不 到 max. min. (参见 图 
1). 再 证 (b) :者 P,P. P, 各 外 围 三 角形 面积 相等 , 则 它 是 仿 射 正 
七 边 形 ,不 妨 设 经 过 某 一 仿 射 变换 之 后 ,P,P,,P,,P;,P。 EE 
圆周 上 ,要 证 PP, 亦 在 该 圆周 上 , 设 P,P; 沿 P,P 方向 与 圆周 交 


F P, ,PsP, 沿 PiP, 方 向 于 圆周 交 于 已/ EPSP, = P.P., Pp)" 
= PsPos P,P; = P,P P,P, =P,P,",P;! =P," =P,. 从 而 已 
在 圆周 上 . P; 同样 ( 见 图 2). 以 上 证 明了 引 理 1. [J] 

实际 上 ,这 一 引 理 对 于 一 般 成 立 : (a) ETT EA n 
> 7, 而 (b) 的 方法 可 用 于 一 般 奇 数 n 之 7. 
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引 理 2 HRQ, E 弓形 ,弧度 为 z, 则 

(a) |Q,Q,Q,Q, | S 3sin (x/3)/2, 

(b) amin, RQ < sin(z/3) — sin(2x/3)/2. 

证 明 PEHR, E |Q,Q;QsQ&, | 取 到 最 大 值 , 则 Q QQ, 
Q 诸 点 均 在 圆 弧 上 MARR REBT HRA, BARA 
的 三 等 分 点 . 同样 min|\QO.0,0,| 要 取 到 最 大 值 ,也 要 满足 上 述 条 
件 ,然后 计算 即 可 . 如 图 3. 


5 |= 3 (a) 设 一 点 rs € 四 边 形 BUEU , 则 
min [LE S rrr, (2 + 2 V2); 


li< poke 


(b) 设 两 点 75 976 € 四 边 形 rir27ra74， 则 


Iie ea rr | S [rirerar, | /8. 


WASAL] 结论 (a) 最 初 是 由 王 振 ”发现 并 证 明 的 . 

现在 我 们 前 面 氢 述 的 定理 的 证 明 . 

首先 , 者 Pi,Pi,…,P; 的 凸 包 是 三 角形 或 四 边 形 ， 则 
P PeP: 至 少 划 分 为 9 个 不 相交 的 小 三 角形 PPP 因而 


min|P;P;P, | < |P\PpP,|/9< $ + $sin Z = £ = 0. 2222… 


在 PP: P, 的 凸 包 为 五 边 形 P Pre Ps, 不 妨 设 PeP, € 
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PP 
aer r 


PiPiPjP,， W oh 引 理 260), |P PeP] 一 [PPPs 
+ |P,P,P;P,| 2min |P.P Pi | +8min|P;P;P;| =9min|P;P;P,|, 


帮 min|P.P,P,| < > ，|PPP.| 一 二。 2-sin(2n/5) 


= 0. 2641+ 
其 次 ， ty P PzP, 的 凸 包 是 六 边 形 P\P Pe, 不 妨 设 P; 
E PP4PsPo. 如 图 4,P:P, 把 天 分 为 两 个 弓形 , 设 含 有 已 P:P:P， 
的 一 个 度数 为 3z, 另 一 个 为 2r 一 3z, 则 由 引 理 2(a) 必须 有 
sing 一 sin2z/2 之 amin. LPP Pal ， 
由 引 理 2(b) 和 3(a), 又 有 
min PP, f <3sin| (2x 3/312- (2 十 2 V 2 )]; 


iy AS 


从 上 二 式 解 出 = <  _ 0.005, ii 
min IPP, P,| <sin(2x/7) — sin (47/7)/2. 


1 < 天 


最 后 后 ,着 Pre …P 是 凸 七 边 形 , 则 由 引 理 1,min| 忆 PR 
an _ iS ||P, Po P| | Isin “7 ?| ,但 因 PP eP; 


<| sin 一 一 二 SIN > 
7sin 2 | » 故 


7 2 
E 天 ,| 忆 PpP)| 过 

min, |P;P,;P,| S sin(2r/7) — sin(42/7)/2. 
Is. 


综 上 所 述 ,VY Pie P, © 天 ,了 ij 使 
[PP ,P| <sin(2x/7) — sin(42/7)/2, 


而 且 取 到 等 号 的 条 件 是 P PeP: 为 K 的 内 接 正 七 边 形 , 即 : 
H,(K) = [sin(27/7) — sin(42/7)/2 |/x. C] 


(=) 


Goldberg 在 [3 中 猜测 ” 委 11 时 ,点 在 圆 盘 中 的 Heilbronn 
分 布 为 圆 Al dE on HIG. AB CEE n= 1 的 情况 sn = 056 时 的 正确 
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性 见 f8], 但 Goldberg 的 猜测 在 = 8 时 已 不 成 立 . 举例 如 下 : 
设 P PoP, 是 贺 内 接 正 七 边 形 各 顶点 ， 而 P, 是 圆心 ， 则 


min|P.P,P,| = $sin ĉr = 到 sin T 但 对 图 内 接 正八 边 形 


QQ = sin 2 — 1ein 4T, m lsin £ — 
ANANTA P s MIn 1Q:Q,Q, | == SIN g 7 Sin g . 而 7 Sin 7 
. 20 l. dx Y¥2—1 | 
0. 2169.… > sin z 2 sin -i 0. 2071*…. 
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平面 八 点 的 一 个 极 值 问 题 


上 海 科学 技术 出 版 社 BEB 
华东 师范 大 学 数学 系 A A 


平面 上 有 x%* 个 点 ,每 两 点 之 间 有 一 个 距离 , 记 最 大 距离 同 最 小 
FERS ZA A. 


#9 a1) 在 1991 ZEAE RY infA, = 2sin = ,inf, = 2,infA, 


一 sin 8 sin = ,infA, = csc 一 5 前 两 个 猜测 是 正确 的 ， 见 文 [2 一 


4]. 本文 将 证 明 infA, = sin in 7 
56 tt R — F sin [sin 7 sin a [sin F = ] 十 2cos = 一 
2. 24697960. FH, AHERN, Ww ko = sin SE [sin F 
先 给 出 几 个 引 理 . 
BC . LA 
5| 理 1 在 人 4BC 中 ,nCAB-AC) 之 2sm 9° 
引 理 1 的 证 明 见 文 [1]. 
9| 理 2 ”车 点 PE 人 4BC( 注 “E” 表 示 己 在 人 4BC 内 部 或 
边界 上 ), 则 有 
2 A, Z., 
BC >| nine <4< 2， 


min(PA,PB,PC) 一 x 
2, [A = — 7 


证 明 (1) 当 人 4A< 忆 时 , 设 和 4BC 之 外 心 为 0. 图 1, 图 2 
分 别 表示 AABC 为 锐角 三 角形 和 非 锐角 三 角形 的 情况 . 
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cy 


of 
图 1 图 2 

WON BABA R. 

车 AABC 是 锐角 三 角形 ,如 图 1,O 在 其 内 部 ,不 妨 设 PE 
NAOC, FẸ min(PA,PB,PC) < min(PA,PC) < Atoe < 
AO +CO _ 

2 

#5 人 4BC 是 非 锐角 三 角形 ,如 图 2, 不 妨 设 人 B 之 90" ,并 设 


BO X AC F D, FË P VRE AABD AM ABDC 之 一 之 中 , 同 理 


: BC 
易 知 此 时 仍 有 :min(PA,PB,PC) SR. 再 由 R= zin A’ 代入 


整理 , 便 得 结论 . 
D 当 《人 A 之 时 ,相应 的 结果 已 在 文 [2] 中 给 出 。 口 
引 | 理 3 WHEW ABCD, 
DA=a,AB=6,BC=c,CD=2z, 
Z DAB = a,/ABC = g, Sill 
xz? = @ + b +c’ — 2abcosa 
— 2bccosfB + 2accos(a + £). 
证 明 如 图 3, 建 立 直角 坐标 
系 , 置 4 于 原点 ,如 于 (po) 点 ,C.D 
在 上 半 平 面 , 则 C 的 坐标 为 
(b + ccos(az — £),csin(a — B)) 


R. 


了 7 


di 


= (b — ccosf,csinP). 
D 的 坐标 为 (一 acos(x 一 a),asin(a — a) = (acosa,asina), 
FE r? = CD’ 
= (b — ccosf — acosa)? + (csinp — asina)? 
= 6* + c’cos*P + a’cos’a 一 2bccosB 一 2abcosa 
+ 2accosacosf§ + c*sin’# + azsinza — 2acsine « sing 
=a’ + b +c’ — 2abcosa — 2bccosB + 2ac(cosacosf 一 
sinasinP) 
= a + + e — 2abcosa — 2bccosp + 2accos(a + B). 
[ 


推论 1 按 引 理 3 的 条 件 和 记号 ,并 且 如 果 有 a 之 他 ,8 之 ， 
则 有 
T > V3— 2(cosa + cos — cos(a + B)). 


min(a,b,c) ~ 
证 明 ” 记 4d = min(a,b,c), Hal Ee 3, 得 
x =a’ +b’ + e — 2abcosa — 2bccosf + 2accos(a + PB) 
= (a — c) + 8 + 2ac(1 + cos(a + 8)) 
一 2abcosa 一 2bccosf. 
Ty KH RFA 一 2cosa> 0, 一 2cosB 之 0, 且 (a 一 c)? 守 0, 又 1 十 
cos(a + 8) > 0, 于 是 | 
x’ È d + 2d*(1 + cos(a + B)) + (一 2cosa 一 2cosP)d’ 
= 3d° — 2d’(cosa + cosp — cos(a + £)). 
两 边 除 以 4 再 开 根 号 即 得 结论 . / a 


推论 2 ”条件 如 引 理 3, 若 a 十 8 之 之 x, 则 
— > /5 + dcos(a F P). 


min(a,b,c) 
证 明 Bae me FETE 为 钝 角 . 由 推论 1 知 
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z =z x3 — 2(cosa + cosp) + 2cos (a + £). 


minla,b,c) ~~ 


IG «> B, HA 


_atP _atpieir 

<a a ae 
于 是 一 2(cosa + cos) = 4cos| x — ad cosl a 一 af j 

> 4cos r — ZÉ] cos r— EE] 


= 4cos’ “十 +P _ ,cos(a + B)), 


代入 便 得 推论 2 之 结论 图 
推论 3 由 推论 2 易 知 ,车 八 点 中 找 出 四 点 4、B.C.D 构 成 一 


DUE, A 人 BAD + 人 ADC > “Oa, Hy 


BC | 
‘ >nin(BA, AD DC N 5 十 4sin ggg 一 2. 25162 > 如 


此 推论 用 到 余弦 函数 在 [ 广 r,2r] 上 递增 这 一 事实 


S14 ARR ALD 在 线段 BC 之 同 侧 , 且 


BC 
[BAC SF, BDC > ,NMBA AD, PC BD-Ac > 


证 明 分 两 各 情况 讨论 

(1) # A,B,C,D 不 能 组 
A ABC, ,如 图 4 所 示 (为 方便 起 
见 ,D RMH). 

不 妨 设 ZA = aD T, R 
AABC 最 小 内 和 角 . 
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由 于 8 十 7 二 > <a, ġe /BAB' = B, CAC’ =7,B',C’ 


在 BC 上 ,显然 ,B' 在 图 中 左 侧 ,C 在 右 侧 . 


Æ D E€ AABB' WW min(DA,DB,DC) 
F f 
< min(DA,DB) S < 了 < SE tan — AR’ 


_ AB _ sin” BC 

= 2cosßf  2cosß sina 

4 DE 八 4B'C', 易 知 ( 见 文 [3] 有 关 引 理 ) 

min(DA, DB,DC) < DA < max(AB’',AC') = AB’ 
(CCS L AC'B' = 2Y > 28 = /ABOC). 

+ DE AAC'C, iil fe] # A] WE min(DA,DB,DC) < AC’ 


< AB’. 

于 是 ,无 论 DD 在 哪里 ,总 有 min(DA,DB,DC) < AB’ 
sin’ ， BC 

2cosh sina’ 

下 面 分 两 种 情况 讨论 . 

G)28 >Y, FE AC 之 4B =X 

min(DA,DB,DC,AB,AC) < min(DA,DB,DC) 
sin” BC 
2cosB sina’ 

BC cos fsina 
FEW ain (DADE, Do AB AO 2 ain 

_ sin(a + 8) + sin(a — p) _ sin” + sin(a — g) 


< AB' = 


siny siny 
1+ sin(a — B) -1 sin (2a + 7Y) 
© siny | siny 


= ] — cos2a + (— sin2a)ctgY, 


考察 (一 sin2a)ctg7, 
“oa < 2a < ZT, — sin2a > 0. 


YK = 2 —a— VAS Fle Fr 
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(一 Sin2a)ctgy = (— sin2a)ctg ($ (x 一 wa)), 因 此 ,最 小 值 必 在 


y= -2a — a), B = +a 一 a) 时 取 到 ,此 时 有 


BC ~ 2cospsina 
min(DA,DB,DC,AB,AC) 一  ginY 


l , 
2cos z (x 一 a)sina _ sin(a — a) 
n sin L(x 一 a) sin den 一 a) 
3 3 


= 3 — 4sin’ a(x 一 a) 


> l 4 
> 3 — Asin? = (x — 22) = 
= 3 — 4sin 3 (x 7 m) 
(ii)208 < Y THE AC < AB’, 
y 
BPS >= 3 2" 
。 BC ~ BC _ sine sina 
' min(DA,DB,DC,AB,AC)~ AC sinp ein 72 


— 3 — 4sin’ E — a) © ky. 
(2) 若 4.B.C DAR hg 
边 形 ,如 图 5 所 示 , 由 (1) Pap 的 
n ”讨论 知 ,有 LDCB < 22DBC,& 
则 结论 已 经 成 立 又 由 2 L392 > 
， 可 得 DCB 一 经 , fal 理 ， 


图 5 / ABC < A ,于 是 


Z BAD + / ADC 
2 


— 5 Qax — /ABC — DCB) > r, 


max(/ BAD, Z ADC) > 
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不 妨 设 ADC > FBI 1 AE apy > 2 sin 四， 


FH aR TK EM, 
BC = AB’ + AC? — 2AB + AC + cos / BAC 


= AB’ + [min(AD,CD)} - 4sim 77 9x 1 十 2. AB. 2min(AD,CD) 


。 sin ST os 3m 
14°°8 7 
> [min(AB,AD,CD) P[I 十 4sin % 十 4sin 1 = 
3% 


= Lmin(AB,AD,CD) [1 + 4cos? Z 7 十 4cos 7 Z cos 7 


=({min(AB,AD,CD) }*f1 +2(1 +cos =) +2(cos < < 7 +cos m] 


= | min (AB, AD,CD) [3 + 4cos as + 2cos = 


= [min(AB, AD,CD) [1 十 2cos oP, 


, BC ~ BC 
min(BA, AD,DC,BD,AC) = min(AB,AD,CD) 


> 1 + 2cos SF = key [J 


引 理 5 RE AABC 1H, YA = > > 


BC BC 
min(AB,AC) ~ ko CAB »AC) >I, 


ko 
其 中 f(0) = JE [> +t) ,并 且 当 0A HE 
ks — sin? + cos@ 


义 域 [ O 时 ,了 是 增 函 数 ， 
证 明 DIR a >b >c Ha = BC,6 = AC,c = AB, Hh 
S < Rosa’ = c? +e — 2becosh = e + B? + 2b6ccos(r 一 @), 
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r= (L422 42-2 e Leos — 0) 


25 b „2.1 一 一 
>% +) +2 7 Cos ). 


由 此 解 得 : 
ko 
> > = f(0) 
ki 一 Sin20 + cos 


k 
=p — < ks — sin’? — cosh). 


HFAOE [50 Ay ,sin? 之 0, HIEI cos 也 递减 ,因此 由 最 后 
一 式 容 易 看 出 AO 是 增 函 数 . | E 
5 理 6 BE AABC 中 ,有 一 内 角 之 ,PQ € A4BC, 设 


此 五 点 中 最 小 距离 为 4, 则 人 4) > 
证 明 如 图 6, 不 妨 设 人 A 为 最 大 内 和 角 ; 于 是 ， 
SAS = BC — max(AB,BC,CA). 


由 引 理 4 知 ,车 人 A 之 SE 
解决 ,所 以 A< tE 其 次 ,车 


LC >, Wet 2A > 20g 2B 


BC  sin/A 图 6 
AC — sin’ B > ,问题 也 解决 ， 


因此 C< ae 2B < 至 ,于 是 定 能 分 别 在 4C、4B 上 找到 两 


点 F.G, 使 “BFC = / BGC = =. 


E PQ E 四 边 形 BCFC, 则 已 .Q 一 定 落 在 该 四 边 形 之 外 接 圆 
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内 ,于 是 ZBPC, / BOC 之 字 , 由 引 理 4, 知 问题 解决 , 故 至 少 有 一 


点 E 人 A4GR ,不 妨 设 P E AAGFE. 


由 文 [3j 中 的 引 理 知 , AP < max(AG,AF). 

. 3X . 3x 

sin 一 一 sin 一 一 
由 于 元 去 => Ss = — 
AF AF sin( — ZA) sin 7 


= ko; 


BC BC BC BC 
FIER AG 2 bo BOT > AP > mar Ar 之 名 | | 
下 面 即 给 出 定理 之 证 明 . 


1 . 设 凸 包 为 人 ABC, 另 五 点 D、E.F.G、H € AABC. 

先 给 一 个 定义 ,点 了 对 线段 RQ 的 张 角 指 的 是 RPQ. 

TÆ EE AABC 内 对 三 边 的 张 角 必 有 最 大 的 , 同 理 对 FG, 
代 , 也 各 有 一 最 大 张 角 存 在 ;由 抽 懂 原则 ,这 四 个 最 大 张 角 中 一 - 定 
有 两 个 是 对 着 入 4BC 的 同一 条 边 的 ,不 妨 设 CGA 和 CFA4 是 
这 两 个 角 ,于 是 显然 有 CCA >S > tae “CHA> An, th 
引 理 4 立 知 问题 解决 . 

和 注意 到 上 述 论 证 未 用 到 DD 点 , 即 凸 包 为 三 角形 时 ,内 部 只 用 
四 点 即 可 得 证 . 

1. 让 凸 包 为 四 边 形 ABCD, AW EFG H € 四 边 形 
ABCD, 

先 证 一 个 引 理 ， 

引 理 7 ÆG FH E 同 四 边 形 4BCD, 且 对 于 这 七 点 ,及 


二 ; 则 该 四 边 形 必 有 一 个 内 角 > =. 

证 明 ”用 反 证 法 , 假设 任 一 内 角 < IT,  AABD 和 
ABCD 中 必 有 一 者 至 少 含有 玉 .G、HH 中 的 两 点 ,不 妨 设 A ABD i 
足 条 件 ,于 是 由 引 理 6, BAD 一 x 人 BCD < 容 , 于 是 有 
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ZBAD + /BCD< F + E = x 
la] FB LY ABC + ZADC <n. 

由 此 易 知 四 边 形 4BCD 之 内 角 和 < 2r, 此 不 可 能 , 引 理 得 证 ， 

下 面 给 出 说 明 ， 

对 于 “I ”的 情况 ,用 反 证 法 ,假设 此 时 有 < 如 ,既然 四 边 形 
内 有 四 点 ,由 引 理 7 知 更 有 四 边 形 一 内 角 > RE ADC > 
了 ,于 是 由 引 理 4 知 只 能 有 E、F.G.H € A4BC, 但 又 由 “> 的 分 
析 知 三 角形 内 只 要 有 四 点 ,假设 即 不 成 立 , 因 此 问题 得 到 解决 

1. 设 凸 包 为 五 边 形 ABCDE, RZ F.G, H € RUE 
ABCDE, 此 时 仍 用 反 证 法 ,假设 < ko. 

不 妨 设 LE 为 该 五 边 形 之 最 大 内 角 , 因 此 E> Sa > Sn, 


由 引 理 4 及 假设 知 A4ED 中 无 RG\ 瑟 三 点 ,于 是 F.G.HE 四 
边 形 ABCD. 


由 引 理 7, 四 边 形 ABCD 中 必 有 一 内 角 > 所, 显然 BAD > 
7 3 ZADC > E ERI ABC > É j ABCD > f ti 


对 称 的 . 因此 下 面 就 两 种 情况 (二 4DC > T, ZABC > 但) 展开 
讨论 即 可 
(1) ZADC > 但 ,由 引 理 4,F.G.H E A4BC, 不 妨 设 下 对 三 


边 的 最 大 张 角 是 ZAFB > Sx > 乞 , 由 引 理 4, 知 AGB 不 可 能 


是 C 对 三 边 的 最 大 张 角 , 不 妨 设 人 BGC 是 最 大 张 角 , A, 


LAHC 是 且 只 能 是 H 对 三 边 形成 的 最 大 张 角 . 


由 引 理 4 及 假设 ,因为 “CHA > Sx > Sm OA] CoA 
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A 
< t, 同 理 ZBCA 一 *, 所 以 ”， 


/ BGC > S m / AFB > sg 


于 是 由 此 可 知 人 BCD < Sn, 


否则 由 引 理 1 和 引 理 5 知 
BD _~PD, BC p 
min(BG,CG) BC min(BG,CG) 


> Sr) .2 o sin 3 = 2, 273720 > hy. 


7 
19 19 
因此 “BCD < 56x* 同 理 /BAE < aT 


又 由 引 理 6 知 ZABC < 学 ,加 之 ,得 


19, 19, 3x _ 187 
ZBCD+ ZBAE + /ABC < 367 十 36” + 7 = T767， 于 是 
= 187. _ 191 271 
LAED + ZEDC > 3x 196" = 1967 > 1807" 


此 时 由 推论 3 知 入 > ko 仍然 成 立 , 故 对 于 (1) ,假设 不 成 立 . 
(2) “ ABC > = ( 注 ; 为 了 讨论 问题 时 用 对 称 性 而 能 节约 篇 


幅 , 只 用 人 AED > An oa ye ZAED > on > om) ,于 是 FG、H 
E€ AACD, AG ig F.G,H 对 于 
AACD 形成 的 各 目的 最 大 张 角 分 别 


A 为 / AFC, /CGD 和 ZAHD. 
先 证 明 一 个 引 理 . 


4 ZS | 5| 理 8 如 图 8,DE AABC,E 


© ABDC, IA ZBDC < Ža, fu 
图 8 有 有 
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max(AB,AC) 
min(AD,DE,BE,CE,BD,DC) 


证 明 “用 反 证 法 , 车 结论 不 成 立 , 因为 ~BDC < on, 
Z BDA <x, UY LADC > =n, 于 是 必 有 人 DBC <7, BW 


AC AC DC 
引 理 5 和 引 理 2 得 知 ae GE-DE) 一 DC’ min(BE.CE.DE) 


> f (En) 。 2sin an 一 2.25385… > Ro. 


> Ro. 


同 理 有 “ADB > En 和 BCD < 于 
由 “BDC < on 和 “BCD < on 得 ZPBC >- Tal 同 理 


4 
ZBCD > To 


又 Pnax( ADC, Z ADB) 之 


2 
一 wna eee > <x, 不 妨 设 Z ADC > on. 


由 假设 . 引 理 5 和 引 理 2 得 


/ADC + ZADE 


AC AC, DC 
min(BE,CE,DE) DC min(BE,CE,DE) 
> f (En) » 2sin p — 2145613% > ky. 


因 之 假设 不 成 立 , 引 理 得 证 . 

下 面 给 出 这 第 二 种 情况 的 证 明 ( 注 :以 后 除非 有 特殊 说 明 , 盏 
则 都 用 反 证 法 , 引 理 5 中 那个 关于 SO) 的 不 等 式 就 能 直接 引用 
J>. 

由 于 ZAFC, ZCGD, LAHD 都 是 各 目的 最 大 张 角 ,和 前 面 


(1) 的 讨论 一 样 , 知 AFC、LCGD 和 ZAHD KFS 


我 们 先 来 证 明 ;G E ACFD,H € AAFD, 
同 理 可 证 :FE AAHC;G € ACHD. 
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事实 上 ,4FC > Sr = G.H & AAFC; X /AFC < 
z, / AFD < 4 ,所 以 ZCFD >= ae 


同 理 AFD > =. 
由 引 理 6 HIG. AV Rela E ACF D & AAFD, AM ACFD, 
ANAFD 各 包含 了 G\ 瑟 中 的 一 点 ;如果 G € ACFD,H € AAFD 
则 问题 已 经 解决 ,条 GE€ AAFD,A € A 人 ACFD, 我 们 来 证 明 这 是 
不 可 能 的 . 

这 是 因为 如 果 是 这 样 ,由 于 G\ 瑟 分 别 位 于 直线 DF AM, 4E 
Da Cn cone ete ae 

后 先 与 CD 相交 , 则 及 € ACGD, 但 LCGD > Ê > 了 ,这 是 


不 可能 故 GH 延长 后 先 与 4C 相交 ; 同 理 ,延长 HG 后 后 亦 先 与 
AC HX XPT AH GH IJE AC 上 ,这 显然 不 可 能 ,所 以 CE 
ACFD,H € 八 AFD; 同 理 ,F € AAHC,G € ACHD. 

现在 给 出 正式 的 证 明 , 分 两 种 情况 (因为 HE AAFE RH € 
AEFD). 
(DH € AAFE. 


# FE AAEC, 3} H ZAFE > = x, 则 由 于 AED > =, , 故 


AD = AD AE 
min(AH, FH,EH) AE min(AH,FH,EH) 
> IF ‘sin r= 2. 37189- > ko. 


故 LAFE < <x, 但 由 引 理 8 ADK AS BY RE. 


#2 F € ACDE, WE 9 JH ZAFE <n, HH € AAEF 
CH REH). 
若 / EFD > LEE 5 和 引 理 1, 知 
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AD AD ED 


min(EF,DF) ED min(EF,DF) i 


Ce “AED > =) 所 以 , /EFD < 


oF X ZCFD < BAR EFC > 1 d 


>a. 图 9 


于 是 必 有 ZPAE < =x, Sil 


CE OCE, ERF 
minC(AH ,FH,EH)- EF min(AH,FH,EH) 


> te) © 2° sin “a == 2. 451431 > ko 


最 后 , 必 有 ZAEF < 7 , 否则 


— AC, L ZAC 47F 
min(AH,EH.FH) AF mnAH EH, FH) 


> f (3) :2 sin T 一 2.43741… > ko. 
于 是 综 上 所 述 ,有 
一 /AFE+ /FEA+ /EAF 
2 1 3 19 
< E 十 4 + 10" 一 aot HEARS FT RE. 
(QA E AEFD ,由 对 称 性 知 必 有 已 E ABCH. 

同 理 可 证 此 时 已 E ABCD, AAG F E AABE, MMA F E 
AABH, H F & BH, R4E AVF 俱 在 BE 上 ,此 不 可 能 ), 这 和 下 
E€ ABCH WFE; XEF € 人 和 八 BED, 于 是 同样 可 证 人 EFD < 
Sz，…, 这 就 和 (i) 的 一 部 分 情况 一 样 (依据 引 理 8), 所 以 只 能 有 
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€ ABCD. 


ARMA: 人 BFD > 22> A 


ZFED < ons LEFD < Sx, 所 以 


、 3 2 3 hy 
ZEDF > x 107 E = 107 D 


由 对 称 性 知 此 时 有 ,HH € 
ACDE, Xh F G E€ ACHD C 


ACPE ASIR SM ACDE <7 C J) 


为 EDK 总 Sn ,所 以 LFDC <2 10 


om 盖世 
— 7 


由 于 LFCD < ZACD < 37 T ZCFD > x — 3% 


z 又 ~CGD > oa 之 ,所 以 ZCFD < an, 


. 37 
CD sin“CFD "7 
THE GR = sin “CDF > sin Z = ko. 


a HIE AE SE. 
| V. 设 凸 包 为 六 边 形 ABCDEF, 
c、 互 在 其 内 部 先 证 明 两 个 引 理 . 

5| 理 9 设 在 凸 四 边 形 ABCD 


中 ,一 B4D + “ADC > cs oer, il 


c max( ZBAD, /ADC) >x, 否则 必 


图 n BC 
“min, AD, DO) > ko. 
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下 


ZP = 0, 不妨 设 LBAD > /ADC. 假若 ZBAD < =n, 则 


LADC > Sa sr Lr 之 也, 因此 a.B8 痢 是 锐角 ,0 = 人 BAD 
7 1 3 


+ ZADC — x > 5 Zr, H 0< P= a< zat ETS OM. 
BC > V3 十 2(cosa + cosg — cos) 


min (BA, AD, DC) 


Zt Eco „ÊZ a 


z 一 cos@) 


3 + 2(2cos 


<“ cos@) 


. 8 B 一 
3 + 2(2sin 7 COS 一 7 


3 9 
3 + 2(2sin Z mcos jo” 一 COs 507) 


= 2. 28323+++ > hy. 
58810 =A ABCDEF, 
内 有 一 点 瓦 , 它 对 六 边 形 有 一 边 的 张 角 
> SA( 不 妨 设 ZAHF > Sr), Wat Ht 
ANAT Ay > ho. 
证 明 假设 志和, 则 必 有 人 BAF B 
< oz, 否则 由 引 理 5 和 引 理 1, 有 


BF _BF AF 
min(AH,FH) AF min(AH,FH) 


> fem) °. 2sin 5” = 2. 27604. > ko 


同 理 , ZAFE <5 aa, 于 是 (4BC + Z BCD) + (“CDE 


DEF 一 二 “一 
十 Z ) > 47 一 15" i 


由 对 称 性 ,不妨 设 ABC + “BCD > /CDE + /DEF ,于 
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so ee Pal I et tte a. 


是 / ABC + “BCD > ir > ae 由 引 理 9, 知 max(/ ABC, 


/ BCD) > Sx. 


若 / ABC > fx, 则 同 理 可 证 SACD < aa, 下 证 /FAC 


因为 如 果 LFAC > fox, 由 于 ZABC > én, ZAHF 


> <x, 由 引 理 1( 连 用 两 次 ) ,得 


CF 
min(CB,BA,AH,HF) 
加 CF ， min(AC,AF) 
= min(AC,AF) min(CB,BA,AH,HF) 


> 2» sin >r » 2 » sin on = 2, 26284 > kos 


, 73 
因此 ZFAC < 1807 


又 根据 推论 3; 知 人 FED + “EDC < aT. 因此 五 边 形 
271 


73 49 7 
ig07 + 907 + ig = 37 此 不 可 能 ， 


于 是 人 ABC < 人 x, 这 样 只 能 是 人 BCD > x; 但 这 样 一 来 ， 


ACDEF 之 内 角 和 Sn + 


又 有 BAF < JAFE <r, /ABD <ir; /BDE <r, + 


是 LFED > 30 — Br = tla > Sn XEM ZABC > $a H 


情形 是 完全 对 称 的 , 同 理 可 证 . 

下 面 给 出 此 种 情形 之 证 明 . 

t GH ARER ABCDEF 之 内 ,两 边 延 长 GH, WAX ih 
现 三 种 可 讨论 之 情况 : 
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(i) 直线 GH 与 4B、BC 相交 ; 

Gi) 直线 GH 与 4F、BC 相交 

(iii) 直线 GH 与 4F .CD 相交 . 

易 知 其 余 任 一 种 (共有 Cs 种 ) 都 与 上 三 种 情形 中 的 某 一 种 等 
价 ,因此 下 面 仅 就 上 面 所 列 的 三 种 情形 展开 讨论 ， 

G) 直线 GH 5 AB,BC 相交 , 易 知 此 时 只 能 有 CGC.H € 
人 ABC. 

仍 用 反 证 法 , 不妨 设 延长 GH 后 与 BC 相交 ,于 是 HE 
A BGC. 


如 图 13, 由 引 理 6 知 ABC < Sx, 


A 
: 
由 引 理 8 知 “BGC > EnC H € 
r p ABGO). 
于 是 由 引 理 2 知 有 
BC 2 ae 
- min(GH,BH,CH) > 2° SH ge MR 
É 面 一 样 ,根据 引 理 5 可 以 得 到 BCD < 
图 13 49 
907* 于 是 
/ 3x, 49 _ 613 89 
ZABC + ZBCD < F + Som = Gane < Wr， 于 是 


max( /BAF + ZAFE, /FED + /“EDC) > 5 (An — Da) — 


7557， 由 推论 3 知 此 时 假设 不 成 立 . 


Gi) HA GH 5 AFLBC MH, FRM GH € 四 边 形 
ABCF ,不 妨 设 延长 GH 后 写 BC 相交 ,于 是 HE€ ABGC,G € 
AAHF. 

下 面 分 两 种 小 情况 讨论 . 
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OLBGC > ,LAHF > 
14. 
此 时 必 有 APE 一 十 x, 否则 由 引 理 2 


和 引 理 5 知 
AE 
min(AG,FG,HG) 
_ AE, 4 
— AF min(AG,FG,HG) 


> (=n) .2sin 3 — 2, 25385 > ky. 


因此 ZAFE <> Ti; ; 同 理 YA FAB, ZABC È Z BCD IF x, F 


是 /FED+ ZEDC > 4r — en = = Ža > Ox ;此 时 由 推论 3 知 
假设 仍然 不 成 立 , 问 题解 决 . 
@) / BGC, / AHF 中 至 少 有 一 者 一 ,不 妨 设 Z BGC < F 
如 图 15, 设 AC 和 BF XF O ACH 
. € 人 BGC), 易 知 必 有 GE€ AAFO, Fill 
gk VAG E A4BC 或 人 FBC ,因为 
2 


LBGC < $ < £r, H € ABCC, 


/) ”由 引 理 8 知 此 不 可 能 , 故 只 能 有 C《 
AAFO(H 未 画 出 ). 


图 15 HF A BGC 二 二 7 rit max( GBC, 


F 


/GCB) > ;车 /GBC > qo FH 


€ AGBC, 和 前 面 一 样 , 由 引 理 2 和 引 理 5 知 人 FGC < on, 


L AGC < Sr, FË L AGF > 2r 一 on 一 二 一 一 x, 这 由 引 理 
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10 又 知 不 可 能 , 间 理 ,如 果 LGCB > © YATE AGF > En, 


…. 总 之 ,假设 是 不 对 的 . Gi) 得 到 解决 . 

Gii) 直线 GH 5 4F .CD #H,FH GLH E€ 四 边 形 ACDF. 
同样 ,不妨 设 GH 经 延长 后 与 CD 相交 ,于 是 CE AAHF,H € 
AGCD. | 

分 两 种 情况 讨论 之 . 

(DLAHF、LCGD 中 至 少 有 一 者 << 村 ,不 妨 设 CCGD < 二 


<n,HHE AGCD. 
厂 AD X CF 于 O 点 ,和 前 面 一 样 , 由 引 理 8, 必得 GE 
NAFO. 


因为 LCGD < 3 EY 


max( CCD, /GDC) > 三. 此 时 和 
Gi) 中 国 的 情况 一 样 , 依 据 引 理 2 及 
引 理 5 仍 可 推 得 AGF > $r, FÈ 
由 引 理 10 SHR A, < ko 不 能 成 立 . 
@ZAHF > =, ZCGD > 3. 

此 时 和 前 面 又 一 样 , 由 引 理 2 与 引 理 5 仍 可 推 得 BAF. 
ZAFE, /BCD 及 /EDC 俱 都 小 于 二 于 是 ABC + /FED 


> 4An— on = ,又 ZABC <2, /“FED> Ža, FAB, ABC 


> a. X ZAHF > 7G € 人 AHF, 由 引 理 2， 


AF 
min(AG,FG,GH) 之 Y 3. 
不 妨 设 ZAFD ANAE ABCD RKA. 于 是 ZAFD EÈ 
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了 ,由 引 理 1, 知 AD > J/2 + min(AF,DF). #% AF < DF, i 
AD AD AF 
min(AG,FG,GH) AF min(AG,FG,GH) 

> V2 .v3 = 2. 44948 > ko. 


若 DF < 4AF, 同 理由 引 理 1 和 引 理 5 ,得 
AD _ AD, FD 
min(FE,ED) FD min(FE,ED) 


> JF .2. sin on — 2.28824… > ky. 


至 此 ,第 四 种 情况 获得 解决 . 
V . 设 凸 包 为 七 边 形 ABCDEFG, RHE. 事实 上 ,我 们 
可 以 证 明 更 强 的 事实 ,其 实 不 考虑 如, 仪 西 七 边 形 的 七 个 顶点 , 便 
用 之 之 结论 ,等 号 取 到 当 且 仅 当 这 种 情况 中 的 七 边 形 为 一 正 
七 边 形 , 妃 在 其 中 心 附 近 有 一 小 小 的 活动 范围 ,因此 ,我 们 便 得 到 
T infA, = k, = sin 3 [sin 7 之 结论 . 
下 面 给 出 证 明 . 假设 为 二, 如 
图 17 , 标 好 各 角 , 则 
(AL 十 A4) 十 A5 十 AT7 十 -3 
u +72+ 76=(48+45)4+ 27 
+ /3+ 724+ £6 =(9+ 77) 
+ {3+ 724+ 76 =(€(/10+4+ 73) 
+ /24+ 76=711+ 724+ 76 =n. 
不 妨 设 /1 = min(1, 72,3, 


L451 £6s 21) FEAS. 
不 妨 设 ZADE > / AED, #4 
ZADE 之 x. 于 是 ,在 假设 的 前 提 下 , 必 有 ZADE >T, RN 
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AE _ sin ADE . 3x]. n _ 4r 
DE  sin/ DAE” 7 [sin 7 一 因此 ,人 ADE > p 

下 面 先 给 出 两 个 推论 ， 

hits 若 凸 七 边 形 中 有 一 个 内 角 > 5x, 则 对 于 这 七 点 ,有 
A, > Ro. 


WAR 事实 上 ,在 引 理 10 的 证 明 中 ,并 没有 用 到 五 在 六 边 形 
ABCDEF 内 这 一 条 件 ,只 用 到 了 一 个 条 件 : 五 对 一 边 的 张 角 > 


x, 因此 ,车 H 在 六 边 形 之 外 , 围 成 一 凸 七 边 形 ,只 要 该 七 边 形 有 
一 内 角 > ,结论 便 成 立 , 故 推论 得 证 


Res 车 凸 七 边 形 中 有 相 邻 两 内 角 之 和 > 50x, 则 对 于 这 


ECAA A > Ro. 
证 明 (RAN A, < te, 由 引 理 9 知 两 内 角 中 较 大 者 必须 大 于 


<r, 再 由 推论 4 知 仍 有 a, > hy. 


于 是 看 图 17 ,在 假设 前 提 下 ,由 推论 5, 知 必 有 ， 


/CBA + /BAG < a 


/AGF + /GFE < a 
/FED + ZEDC < oor. 
| 87 13 | 13 
AD 
于 是 由 推论 1 BAB. EC CD 
= V¥3— 2(cos/CBA + cos/ BCD 一 cos( /CBA + /BCD)) 


| 7 3 
之 —T 一 — T, 
之 人 13 十 4cos 20” 2cos 107 


19] 


最 后 一 步 是 利用 不 等 式 人 BCD, LCBA > Sx VBR EA 


在 [3 7] 上 递减 ,在 [xz,2r] 上 递增 这 一 性 质 . 


是 4E AE 4D 
min(AB,BC,CD) AD _ min(AB,BC,CD) 


An, | 3 vee 
> Lp) 3 + 4cos zg 2cos 10” 一 2. 37921 > ko. 


至 此 ,第 五 种 情形 业已 证 完 . 

v. 设 凸 包 为 八 边 形 ABCDEFGH ,由 第 五 种 情况 知 ,对 于 册 
七 边 形 ABCDEFG 结论 已 成 立 , 于 是 更 有 为 > ko 这 里 也 不 能 取 
到 等 号 ,否则 由 V 的 讨论 知 ,这 八 点 中 的 任意 七 点 都 必须 围 成 一 
个 正七 边 形 ,显然 这 是 不 可 能 的 ,所 以 只 能 有 为 > bo. 


综 上 所 述 ,完成 了 infà = sin [sin 了 的 证 明 . 
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正 7 边 形 问题 的 解法 


中 国 科学 院 计 算 中 心 FLA 


(一 ) 引 A 


Til 


1990411 月 《美国 数学 月 刊 》 问 题 栏 的 编辑 Bateman 教授 等 
人 ,在 月 刊 上 提出 了 正 五 边 形 问题 口 ， 

A6642 ” 设 外 为 单位 面积 正 五 边 形 上 的 三 角形 内 切 圆 半 径 的 
最 大 值 . 

a)” 求 4 的 近似 值 (精确 到 107°). 

b)* 求 4 的 精确 值 ， 

本 文 给 出 了 正 n 边 形 问 题 的 系统 的 解法 ,并 以 正八 边 形 问题 
为 例 中 , 详 述 了 这 - -解法 的 全 过 程 . 为 方便 起 见 , 我 们 将 问题 写 出 
如 下 . 

E n 边 形 问题 ; 设 P Poe P, 为 正 n 边 形 , 其 外 接 圆 半径 为 单 
RLA, B,C 为 其 内 部 或 边界 上 的 点 . 求 A4BC 的 内 切 圆 半径 的 最 
大 值 . 


(二 ) 几 个 引 理 和 预备 定理 


我 们 先 给 出 如 下 记号 : 
s(ABC) :一 角形 4BC 的 周 长 的 一 半 , 即 (4B + BC +CA)/2. 
S(ABC) :三 角形 ABC 的 面积 . 
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r(4BC) :三 角形 ABC 的 内 切 贺 半径 . 
n(A,B):; 设 4,B 两 点 分 别 在 正 7 边 形 的 两 条 边 上 , 沿 正 7 边 
形 的 边 , 沿 道 时 针 方 向 从 A 点 走 到 B 点 所 经 过 的 边 数 (4 点 与 已 点 
所 在 的 边 不 算 在 内 ). 
引 理 1 在 八 ABC 中 ,BC> AC,CD// AB,H DSB AC 
fe] hl], BD > AD, A r(ABD) > r(ABC). 
证 明 由 条 件 及 平面 几何 知识 不 难得 到 (4BC) > 
s(ABD), ii SCABC) = SC4BD), 从 而 由 7 = S/s 41 r(ABD) > 
r(ABC). | 
定理 1 对 于 正 n 边 形 来 说 ,rC4BC) 取得 最 大 值 的 必要 条 件 
是 ,4,B,C = AMIE n 边 形 的 边 上 ,有 自 n(4,B),n(B,C),n(C， 
A) 相差 最 大 为 1 ,或 者 可 以 看 作 相 差 为 1. 
当 三 角形 某 顶点 (比如 A) SEPP, 点 重合 时 ,A 既 可 以 看 作 
E E PP: 上 又 可 以 看 作 在 边 PPan 上 . 定理 1 表明 如 果 
r(ABC) 取得 最 值 , 目 4 与 P; 重 合 ,那么 把 4 看 作 在 P,P; 上 或 者 
在 已 PH 上 两 种 情形 中 , 必 有 一 种 情形 使 得 nC4,B),n(B,C)， 
n(C,A) 两 两 之 差 不 超 过 1. 
证 明 用 反 证 法 ,假设 定理 1 
AN AE (ABC) 取得 最 大 值 ,但 是 
n(B,C) — n(C,A) > 2. 设 4,B,C 
分 别 在 PP PP PP Ct < J) 
E,ACASP;BAGCP,H p 
合 , 则 视 C 在 P;_1,P; 上 ), 那 么 
n(A,B) =1i— 2, 
n(B,C) = j — i — l, 
n(C,A) =n — j. 

H n(B,C) — n(C,A) > 2 图 1 
n+i-—2j+3<0, : (x) 
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因此 

(2+ 2)—-ySy- G+)). 
因而 PeP; S PaP M P,P; > CACC 不 与 已 :重合 ). 又 BCS 
PP;( 这 个 不 等 式 在 7 一 :上 委 2/[2 的 条 件 下 成 立 , 契 7 一 :二 ?2， 
则 易 见 ~(4BC) 取 不 到 最 大 值 ), 因 而 BC > AC. 

易 知 PoP i /了 PP 2 由 (* ) 式 知 , 下 标 n 一 1 十 7 十 2 
小 于 j. 注意 到 PP 与 AB 的 位 置 关 系 ,我 们 可 以 过 C iE nw 
Æ WIF AB 的 平行 线段 CD. 由 于 BC 二 AC, 可 取 品 点 充分 靠近 CC， 
使 BD > AD. 因而 由 引 理 1 知 r(4BC) <r(ABD) ,这 与 假设 矛 
盾 . O 

定理 2 设 入 MNP 中 ,MN = MP,A,B,C 分 别 为 MN ,NP， 
MP 上 的 动 点 ,如 果 4,B,C 均 不 移动 到 三 角形 的 顶点 ,而 x(ABC) 
取得 极 大 值 ,那么 B HNP 中 点 , 且 MA = MC. 

证 明 与 文 [4 |] 相同 


(三 ) 问题 的 解答 


由 定理 1, 我 们 可 设 4,B,C 三 点 分 别 在 正 n 边 形 的 三 边 上 日 
n(A,B),n(B,C),n(C,A) 三 者 两 两 之 差 不 大 于 1, 因 而 必 有 两 者 
相等 . 当 = 3k 时 ,问题 的 答案 是 平凡 的 ; 当 n = 3 十 1 时 ,三 者 
分 别 为 & 一 1,k 一 1,k; 当 nn 一 3k 十 2 时 ,三 者 分 别 为 & 一 1,k,k. 
对 于 后 两 种 情况 三 边 总 有 如 下 位 置 关系 :两 边关 于 第 三 边 的 垂直 
平分 线 对 称 ,三 边 可 延长 相交 成 等 腰 三 角形 . 由 定理 2, 若 4,B,C- 
三 后 均 不 与 正 n 边 形 的 顶点 重合 ,可 能 的 局 部 极 值 不 难 求 得 , 记 作 
ro (iro KAFFEE Wr = 0). 剩 下 来 的 是 边界 情形 , 即 至 少 有 一 点 与 
下 7 边 形 顶 点 重合 的 情形 ， 

下 面 我 们 仅 以 正八 边 形 为 例 讨论 边 界 情形 (图 2). 

DA = PC = P, 情形 相同 ), 则 PB > 已 C, 可 过 已 | 向 正八 
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图 2 

WG AYE BC 的 平行 线段 P.D, PD 充分 短 时 ,BD > CD, 由 引 理 
1.r(BCD) > r(P, BC) = r(ABC). 

QB = P,( 或 P;). 

CAP, i PC > AC, 可 以 过 C 向 正八 边 形 内 作 AP, 的 平 
行 线段 CD,CD 充分 短 时 ,PD > AD, 由 引 理 1,r(P,4D) > 
r(P,AC). - 

4 C= Pi, 则 7rCABC) = r(AP,P,) E A X P P, HARRE 
最 大 值 , 记 作 r. 不 难 求 得 


rm 一 二 (VS 一 1DV4 十 2V3 

(A 一 P(C = P, 情形 相同 ). 建立 
平面 直角 坐标 系 , 如 图 3 所 示 . 人 4BC 三 
边 长 为 

a= BC Corky 
= N (z; + 2)’ + kR (a, — T), 


b = CA = N 23+ (kx, —h)’, 


c = AB = xi + (kx, — h)’, 
面积 为 as 
S = (ha, + ha, — 2kx,2,)/2 
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A AF A 
hz + har, 一 2k2x,2, 
= CC 十 5 十 c 
现在 我 们 证 明 如 下 结论 : r(P,BC) 取得 极 值 ,上 且 B,C 均 不 与 
P; 重合 的 必要 条 件 是 Ti 一 Ta. 
WEBH CRED 假定 T] Æ Xo5r(P,BC) 取得 极 值 , 且 B,C 不 与 


任 一 P; BAW = 0,4 = 1,2, 6 
h ~ ZRT, hx + hz, 一 Q2RXL Xo 


2 十 二 c (a 二 5b 二 cy) 
; [Zea FE 4 Ck? + Dr ="), (1) 
a C 
h 一 kT! hx, + hx, 一 2k2x,2, 
a+t+obte (a+bicy 
[eet ni + Bey — a) 4 Ota k], (2) 
a b | 
(1) 式 减 去 (2) KB 
2k(x, 一 Xo) — hx, + ha, — 2ka,2, 
atb+e (a+b+c)’ 
psc = Fe) | (i+ 1a, —kh č (k + ir: 一 Ah, (3) 
a C b 
利用 恒 等 


aA — bB = za HbA — B) + (a bA +B), 


可 得 
(k? + 1)z, — kh 加 (CR? 十 1)z — kh 
C b 


TEETER 
af. 
二 下 | 二 一 二 [Ge + DG +2.) — 240) 
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= OEE + Dr ~ zo) 
+Í OER Dr + za) — kh] 
2bc(6 +c) | i 
b | 
-一 meas 十 1)(2, — Ta) 
Le 
十 ic FL + 1)Cx, + x,) — 2kh }*, (4) 
将 (4) 代入 (3) 得 
2k(X) -一 Xo) E Ax, 十 hx, 一 Za 一 RLT? 
at+é+e (CC 十 5 十 c)2 
k? — 
AARTE y PEC Dr — zo) 
Ly — B - 
+ GbE [CR? + 1) (a, + a») — 2h F) = 0; (5) 


两 边 同 乘 以 2be(a + b+ c)*/(2, — r) 得 
4kbc(a +b +c) — (hx, + ha, — krizs) 


ak be bc _ LE +1) Ca, +22) —2kh }? | _ 


十 (& +1) +c) htc 


(6) 
我 们 将 证 明 上 式 不 成 立 . 记 上 式 左边 为 了 ,上 式 中 各 常数 的 数值 及 
各 参数 变量 的 范围 (其 中 有 的 被 放大 了 ) 是 
k=1+ V2,h=2+ V2, 


42/2 < ri,r, l, 


V2 <a,bc< 2, | 
0 < ha, as — LRL T < l+Vv2, 


> 0, = SO; 


a 
a _ (Re + s&h — Rh 
Jr, >— 2. 
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ae 进行 估计 ， 记 


2 k? ,二 zx) —2kh |? 
1 = Mb 十 DB to ED O tr) AAL, 
a C 
则 
t>a3t+2/2)4+ 81+ V72)—-@W+6V2)>0, 
a dkibc a 4kb a A 2k +1) 
ar, a’ ac, | a x, | & t D b+c 
° | CR? 十 1) (a, 十 Xo) — 2kh | 
4 [C + 1) Ca, + 22) — 2kh | æ 
(+c) ax, 
二 0 十 0 十 0 二 (6+12V¥2)+0=16+12V2., 
于 是 
A da ae 
a, Mee a T bla TO t 2c) ar, 
— ha, + hx, — 2hzizs) + (kz — h)t 
>0— 1280 + y2 )— (40 十 28vV2) 十 0 
=— 168 — 156 V7 2. 
同 理 可 得 元 >— 168 — 1567 2. 
2 


RIERA 1) x EEn Xn AE 


小 方 格 中 了 的 数值 的 变化 不 会 超过 2(168 十 156 VY 2 )(] 一 
Jf 2 /2)/n = (4+ 144v 2 )/n < 228/n, FRA WER n = 114, 小 
方 格 中 了 的 数值 的 变化 不 会 超过 2, 而 了 在 这 些小 方 格格 点 上 的 
数值 均 大 于 2. 127 ,因而 了 在 2/2<zoz 近 1 范围 内 的 值 均 大 


于 0,(6) 式 不 可 能 成 立 . 从 而 结论 成 立 . 口 
当 Ly, 一 Ar 2 时 ,我 们 可 得 
hx 一 kr? 


am JR? F D — khz +h? 
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AT 一 0, 得 到 满足 V3/2 < a 二 1 的 唯一 解 x — 0.77685( 近 似 


值 ) , 相应 的 可 能 的 极 值 +, = 0. 4780( 近 似 值 ). 类 似 可 求 得 7。= 
0. 4656( 近 似 值 ). 它们 都 小 于 7. 于 是 7 的 最 大 值 为 


max r(ABC) = E 3 —1)V44+2/%2 = 0. 4782. 


(四 ) 进一步 的 间 题 与 讨论 


上 述 方 法 可 以 对 任意 特定 的 正 整 数 解决 引言 中 的 问题 . 也 
可 以 对 所 有 的 7 采取 上 述 方法 ,因为 随 着 的 增 大 ,各 变量 的 范围 
缩小 ,参数 则 趋 于 某 一 常数 ,因而 了 的 范围 随 着 变 小 ,使 得 数值 估 
计 变 得 容易 了 ,可 以 一 次 解决 掉 大 于 某 个 n AR n. 

令 人 遗憾 的 是 ,目前 我 们 只 得 借助 于 上 述 繁琐 的 运算 . 本 文中 
对 偏 导数 的 估计 是 很 粗糙 的 ,但 是 笔者 认为 ,对 数值 方法 的 改进 是 
没有 多 大 意义 的 . 能 否 有 显著 的 改进 ,取决 于 能 否 证 明 下 述 

猜想 中 八 ABC 中 ,A4AB = AC,D 为 BC 中 点 ,EE 与 分 别 为 
AC, AB WEDA ADEF 的 内 切 圆 半径 取得 极 大 值 ,那么 有 
AE = AF ,或 者 ,FF 与 二 和 角形 的 顶点 重合 . 

有 趣 的 是 , 当 忆 也 为 动 点 时 ,我 们 能 够 证 明 ( 定 理 2) : 除 边界 
情形 外 ,取得 极 值 的 必要 条 件 是 CEP 关于 对 称 轴 对 称 , 而 DD 固定 
在 BC 中 点 时 ,我 们 却 不 得 不 求助 于 繁琐 的 数值 方法 ， 
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一 个 覆盖 问 起 


中 国 科 技 大 学 数学 系 冯 & 


问题 —-RRA HARKIN TTA mm A 1 的 正方 形 ， 
问 如 何 使 覆盖 面积 最 大 ,并 求 最 大 面积 . 

解 ”这 个 问题 要 分 几 步 来 考虑 . 

(一 ) 首先 ,因为 正方 形 面 积 为 1, 所 以 正方 形 边 长 为 1, 如 果 / 
之 1, 那么 带子 可 以 把 正方 形 全 部 轿 盖 住 ( 如 图 1). 


图 1 图 2 

(二 ) Bi <1. 

(1) 这 条 带子 一 定 覆 盖 住 正方 形 的 一 条 对 角 线 , 因为 如 果 带 
子 不 盖 住 正方 形 的 一 条 对 角 线 ,那么 有 以 下 三 种 情况 : 

(i) 带子 在 正方 形 上 的 位 置 如 图 2, 把 带子 同 箭 头 的 方向 移 
动 ,覆盖 面积 会 增 大 ， 

Gi) 位 置 如 图 3. 如 果 把 带子 回 箭 头 方 回 移动 ,使 带子 边 绿 过 
正方 形 的 一 个 顶点 , 则 移动 后 增加 的 四 边 形 面积 比 减少 的 四 边 形 
面积 多 了 带 阴 影 的 三 角形 面积 ,所 以 移动 后 覆盖 面积 增 大 了 ， 
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4 

GD 位 置 如 图 4. 设 ZF AD > 90°. WBC = 4D, 取 法 如 图 . 连 
gt CE,DF. * ZFAD È 90, 在 AFD4 中 ,FD>F4, 而 ECDF 
和 EBAF 面积 相等 , .FA /二 FD, OL >h. RUB ASE 
的 宽度 比 原来 小 ,如 有 果 把 带子 宽度 放大 成 i 那么 FA .1 FD +l, 
禾 盖 面积 增 大 . 

由 此 可 得 ,如 果 带 子 不 覆盖 正方 形 的 一 条 对 角 线 ,那么 覆盖 面 
积 就 不 是 最 大 的 . 因此 带子 覆盖 住 正方 形 的 一 条 对 角 线 . 

(2) 带子 两 边 在 正方 形 内 的 截 长 一 定 相 等 , 即 图 5 中 a 一 56, 假 
it b >a, ERTA a 向 5 的 方向 (如 图 5 第 头 所 示 ) 移动 一 个 非常 
小 的 距离 ,使 移动 后 的 截 长 a 过 5' ,由 于 wa ab / b ,移动 后 覆盖 
面积 增 大 的 梯形 面积 比 减 小 的 梯形 面积 要 大 . 所 以 覆盖 面积 增 大 . 

从 而 得 出 融 子 两 边 在 正方 形 的 截 长 相等 ,这 时 带子 的 中 心 线 
一 定 通过 正方 形 两 对 角 线 的 交点 . 
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证 明 ”可 图 6, 连 结 CD, AF. °° BC = DE, / ABC = “FED, 
“ AABC @ AFED,.. AC = DF. & AD,CF Wl) ADFC 是 平行 四 
边 形 , “CD 与 4F 的 交点 G 是 4AF 的 中 点 , 即 G 是 正方 形 对 角 线 的 
中 点 .CG 又 是 CD 的 中 点 , 即 G 是 带子 ! 的 中 心 线 上 的 点 . 。 带子 的 
中 心 线 一 定 通过 正方 形 两 对 角 线 的 交点 . 

(3) 求 出 阴影 三 角形 的 面积 . h = OC,z = DC,OB =m, 
OA = n 及 /a 如 图 7 所 示 , 则 


A= 


l cosa,z = h — 1 = 
2 2 2 2 


m 一 sin45 —“ 22 = l 
sin(45° +a) 2sin(45° + a)’ 
n = | 2sin(45° 一 a) ]7!. 
sin (45° + a) + sin (45° — a) 2 cosa 


mn 2sin(45° + a)sin(45° 一 a)  ?cos? 


沪 责 影 三 角形 = (m 十 n)hx?/2h? 


l _v 2cosa | / 2 cosa — L) Y 2 
— +4 t cosa 
2 2cosze — 1 1 2 2 
f 2 
一 cosa 一 A | 2costa — 1). 
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(4) 4 a = 0° 时 ,Syw= a- ly 


在 符合 前 (1) 和 (2) 所 确定 的 带子 在 正方 形 内 的 位 置 情况 下 ， 
Zo 的 最 大 度数 如 图 8. 这 时 


加 — l’ 2 — l’ 
cosa = vl sina = l-75 5? 
>00. 2 一 / -一 | 

ZOEN ar < cosa <= 1. 


(5) 11> wt, te cosa = 一 时 ,阴影 三 角形 面积 最 小 ， 


J 27 
覆盖 面积 最 大 . 
证 明 《要 证 当 cose = 一 -一 - 一 一 

当 T= (BSS Ht <D 


时 ,阴影 三 角形 面积 一 定 小 于 cose 为 任何 其 他 值 时 的 面积 , 设 
cosa 一 t, BEL: 


Van 


2 2 2 V2l 2 
212 一 ] | 1 | 1 
Jv 21 
1-0 
1 
移 项 后 
EA 
2 2) 1-P 
2 一 1 4 
1 V2 | 
{Le — 72 7) 
ae 7 ti + 1 (2t 1d — z’) 
4(2t? — 1) 
_ (4 2tl — 1)’ 
4(2t? — 1) - 
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2 一 


由 于 7/ < 1 之 z ,从 而 
4(22 — 1) >42 — P —1)>0, (x) 
1 加 (f2tl — 1)? 
而 上 天 eT, v2 al 1 Æ 0, 于 是 4(212 — 1) > 0. 
l > V2 L) 2 1—A ° 
RI 24 cosa Æ md 7 上 一 了 [2 | > 4 >.» 原 命 题 


得 证 . 这 时 覆盖 面积 最 大 为 1 一 2 上 二 二 一 二 


(6) 当 ! < “2 时 ,在 cosa = 1 CE] a = 0°) 时 ,阴影 三 角形 面 
积 最 小 . 


证 明 WW cosa 一 :( 取 值 为 2 二 和 上 一 1), 于 是 


2, Ly 
2 2) (x2 — D? 
2t*— 1 4 
af Ly 一 ea + 二 — (20? — 1) (AP 一 2V 2t) 
7 4(2t? — 1) 
_ (2 2? +48 2 De —2V 2t +2 42-2021 
2(2t? —1) 


要 证 此 式 > 0,65) 的 (x ) 处 得 4(222 一 1) > 0. 而 
(—2—2P4+2V2D )—2/2u4+ 22 +2-2V21 
= (t — D[(— 2 — 22W +42 Dt + 2V21—2- 21] 
= Q~ HL — 4y 2l + 2 + QGP 2V21 + 2), 
由 于 1 一 zt 之 0, 只 需 证 
E — 4y 2t + Dt + Qi 2V2t+2)>0. (A) 
Gi) G2’ —4/214+2>0, MA 2 —-—2/2142>2V21 
> 0. 于 是 (和 八 ) 式 成 立 . 
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Gi) 若 202 一 4V27 十 2<0, 那 么 (A) RAW 
> @P—44/214+2)4+ QP 一 2wV27 十 2) 


= ar —6V31+ D =~ VEG 2) 


im mae! <2, 40 一 V3)|[1 一 42 | > 0, 从 而 (A) 臣 


也 成 立 . “. 原 命 题 得 证 ,这 时 最 大 覆盖 面积 为 
1 _ yyCYV2 一 六 2 J21—P 
2 E 2 ' 
到 此 ,本 题 全 部 解 完 . 本 题 整个 答案 为 (以 SO 表示 问题 最 大 
BERR SISO = 1, 履 盖 方 式 如 图 1. 
yA 之 /< 1 时 ,f(D 一 二 人 ,覆盖 方式 如 图 7, 其 中 


cosa = 


a 
V 237 
当 o< < 2 时 ,0) 一 2 性 24 一人, 敌 盖 方式 如 图 9, 其 


中 带子 边 与 带子 盖 住 的 正方 形 的 那 条 对 角 线 平行 


RKAS 如 图 10 所 示 , 它 由 三 段 组 成 ,第 一 段 (0 过 1 之 六 2) 


为 朝 下 的 抛物 线 ,第 二 段 (2 << D 为 朝 上 的 抛物 线 ,第 三 


(L 之 1) 为 直线 . 


祖冲之 点 集 再 探 
上 海 市 建 江 中 学 徐 mM 


平面 上 由 个 点 所 组 成 的 点 集 , 右 其 中 任意 两 点 的 王 直 平分 
RPA ARPS k WRAP RBS n BR ETF 
面 & 阶 祖冲之 地点 集中 ,任意 两 点 的 垂直 平分 线 都 只 经 过 点 集中 
的 & 点 , 则 称 之 为 平面 纯正 阶 福 冲 之 对 点 集 . BRR nC n 有 限 
时 ,kn 一 2; 当 nn 无 限时 ,* 硅 n). 由 于 一 阶 祖 氏 有 限 集 的 存在 性 
问题 是 平 几 的 ,本 文 则 着 重 讨论 平面 高 阶 祖 氏 有 限 集 , 平 面 祖 氏 无 
限 集 ,并 将 平面 祖 氏 集 推广 到 空间 . 


(一 ) 平面 高 阶 租 开 有 限 集 


命题 1 平面 二 阶 祖 氏 有 限 集 只 有 以 正方 形 各 边 向 外 (或 向 
AD 作 正 二 角形 的 八 个 顶点 构成 的 纯 二 阶 祖 氏 8 点 集 . 

证 明 ”由 定义 平面 二 阶 祖 氏 点 集 WM 中 ,每 两 点 的 中 垂 线 上 至 
少 有 M 的 忆 两 点 ,不 妨 设 4 A 的 中 和 王 线 上 有 A, 4.04 AL As, 
A, © M). 显然 这 四 点 不 能 构成 二 阶 祖 氏 集 ,M 中 还 应 有 别 的 点 . 
而 新 增 A.A, 后 ,会 增加 新 线段 ,如 :44: AA 等 ,新 线段 的 中 垂 
线 上 又 需 雯 点 以 保证 过 M 中 至 少 两 点 . 如 果 在 原 = 个 点 的 基础 上 ， 
增加 m 个 不 重复 点 , 那么 新 增 不 重复 线段 最 多 可 为 mn 


+ 全 加 一 二 条 ,这 又 可 新 增 不 重复 点 , 且 最 多 为 mn 十 mm 一 
1) 个 ,如 此 下 去 ,x 越 大 ,增加 速度 越 快 ,如果 发 散 下 去 而 不 能 封 
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团 , 则 M 只 能 为 无 限 集 . 这 样 要 使 M 为 有 限 集 , 需 以 增加 新 点 、 新 
线段 较 少 为 原则 找 封 财 集 . 

EE 4,4, 只 有 三 种 情况 ;有 一 点 在 ALA, 上 ,在 A14; 同 侧 、 
在 AA, 异 侧 , 分 别 如 图 CI) CI)、 CED. ERIC IC) 中 ,以 新 
BR ARR AW, AR BO, EPC ILC) 的 基础 
上 不 能 构成 二 阶 祖 氏 有 限 集 . ER) 中 ,要 使 新 增 线段 最 少 , 必 
须 A 、 4: 在 4:4, 的 中 垂 线 上 ,此 时 4,4:4,4, 为 正方 形 , 又 新 增 平 
行 线段 AA n AA 的 中 牌 线 上 必 最 少 有 两 点 ,不 妨 设 为 4, As, 
新 增 平 行 线段 4.4.、4:4; 的 中 垂 线 总 上 也 最 少 有 两 点 ,不妨 设 为 
Ar, Ag, AE BH FER AD AS. Ag 应 关于 le 对称 ,A;、As 应 关于 
L 对 称 ,这 样 AA, AAs 为 正方 形 . 


(I): (I) 


209 


当 As, As Ar As 在 正方 形 4,4:4:4, 外 面 时 ,两 正方 形 相 接 
(图 CE ) )、 相 交 ( 图 (下 ):) 均 为 发 散 点 集 , 而 相 离 (图 ( 丰 ),) 时 ,还 
MAA 的 中 垂 线 上 至 少 有 两 点 ,要 使 点 数 最 少 , 这 两 点 必 为 As, 
A,, 此 时 AAAA, AAAA 只 能 为 正 A, 同 理 AAAs, 
AAA A; 也 为 正三 角形 ( 当 As. As. Ar. As 在 正方 形 4,4:4:4, 里 
面 时 ,也 有 类 似 结 果 ,证 略 ), 这 样 点 集 {(4,,4:,…,4s)} 构成 平面 纯 
二 阶 祖 氏 8 点 集 , 且 点 数 最 少 . 

这 个 二 阶 集 能 否 再 增加 有 限 个 点 而 构成 新 的 二 阶 有 限 集 呢 ? 
答案 是 否定 的 ,因为 大 新 增 点 在 原 图 非 对 称 出 现 , 则 必 为 发 散 点 
集 , 而 新 增 点 在 原 图 中 对 称 出 现 , 经 验证 仍 发 散 . 


综 上 所 述 , 命 题 1 成 立 . 


7 A. 

命题 2 平面 三 阶 及 其 以 上 各 阶 的 祖 氏 有 限 集 不 存在 . 
证 明 三 阶 及 其 以 上 各 阶 的 平面 
祖 氏 集 己 中 任意 两 点 的 中 垂 线 上 至 少 有 
该 点 集 的 三 点 ,不 妨 设 AA, PIER EA 
A; Ay, As 点 (4 4 A; € P) 则 
AA, AA AA; 至 少 增加 两 条 新 中 垂 
线 , 其 上 至 少 各 有 三 点 ,如 此 下 去 ,在 两 
YS AER HT BL. 总 会 有 新 的 中 年 
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线 , 其 上 至 少 有 三 点 , 故 点 集 P 发 散 , 不 可 能 为 有 限 集 . [|] 


(二 ) 祖 氏 无 限 集 


当 祖 氏 点 集 的 点 数 为 可 数 无 穷 大 2。 及 不 可 数 无 穷 大 Z, 
时 ,有 : 

命题 3 FHKE? 阶 的 祖 氏 A, 点 集 皆 存在 . 

证 明 平面 直线 (射线 ,线段 ) 上 的 任 两 个 有 理 点 的 中 点 必 为 
相应 直线 (射线 ,线段 ) 上 的 有 理 点 , 故 平面 直线 (射线 线段) 上 的 
有 理 点 构成 平面 纯 一 阶 祖 氏 2, 点 集 ; 类 似 地 ,平面 上 有 理 数 集 
Q& Fad MOF TL R, BPA ER Boo Ss ATF RISKS Ay) 阶 ， 
FY Fe PN vel: AEP a EE BS SP Ca A I A, AD, E 
AA: PER EER BG RPA BSUS (UTA BEAD As, 
Qt 再 分 别 在 AA A Age rA Artes" Arpi Arz 的 中 
EA LAER ED ARAMA RRA RAAB AD MFR. 
点 集 {4,} 构成 平面 ( 纯 ) 六 阶 祖 氏 2, AR. E 

命题 4 平面 一 阶 至 Z 阶 的 祖 氏 Z, 点 集结 存在 . 

证 明 平面 上 两 两 相交 ,其 中 任意 三 条 不 相交 的 n(3 Sns 
4) 条 直线 ,其 上 的 点 构成 (x 一 2) MARAR. 


BP Cn 4) 
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再 如 下 图 平面 曲线 .区 域 构成 的 各 阶 : 
纯 2, Bt 


Le ‘g O A 


J (2). 
7 | i HE ey 


故 命 题 4 得 证 . | [ 


(三 ) 祖 氏 集 的 空间 推广 
1. 定义 的 推广 . 


空间 n 个 点 所 组 成 的 点 集中 ,如 果 任 意 两 点 的 垂直 平分 面 都 
经 过 点 集中 至 少 & 点 ,那么 称 该 点 集 为 空间 处 阶 祖冲之 半点 集 ; 匣 
室 lk 阶 祖冲之 2 点 集中 ,任意 两 点 的 垂直 平分 面 都 只 经 过 点 集 
中 的 点 , 则 称 之 为 空间 纯 六 阶 祖 氏 n 点 集 . 

2. 结论 的 推广 . 

命题 5 平面 ( 纯 ) 阶 祖 氏 x 点 集 皆 为 相应 的 空间 ( 纯 ) 冯 阶 祖 
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氏 ”点 集 . 

证 明 ”因为 任意 两 点 的 中 垂 线 必 在 这 两 点 的 中 垂 面 上 ,因而 
命题 5 成 立 . [ 

此 外 ,空间 还 有 更 丰富 的 祖 氏 点 集 : 

将 正三 角形 绕 着 其 一 边 旋转 ”个 不 同位 置 ,这 ”个 不 同位 置 
的 三 角形 的 顶点 构成 空间 一 阶 祖 氏 ” 十 27 E N) 点 集 ,如 图 
围 ;将 正三 角形 绕 着 其 一 顶点 旋转 x 个 不 同位 置 ,这 个 不 同位 
置 的 三 角形 顶点 构成 空间 一 阶 祖 氏 22 十 1(x E N) 点 集 , 如 图 
甲 ,2 ;两 个 正三 角形 与 另 一 个 正三 角形 分 别 有 公 共 边 ,这 两 个 正三 


X 
AX 


(3) (4) 
HR 
角形 分 别 绕 公 共 边 旋转 mn 个 不 同位 置 ,这 些 不 同位 置 的 三 角形 
顶点 构成 空间 一 阶 芭 十 nn 十 3m,n EEN) AK SA As = 
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个 正三 角形 与 男 一 个 正三 角形 有 公共 边 , 这 三 个 正三 角形 分 别 绕 
公共 边 旋 转 mn l 个 不 同位 置 , 这 些 不 同位 置 的 三 角形 顶点 构成 
8 |B] —Bt mm +n +14 3¢myn,l HERMESO SARS. mE A. 
(以 上 顶点 有 重合 时 ,其 顶点 数 就 减少 了 重合 个 数 )， 

侧面 是 正三 角形 ,底面 是 正 2(3 委 ?2 委 5,2E N) 边 形 的 多 面 
体 及 其 硅 干 个 的 某 些 组 合 ,其 顶点 可 构成 空间 祖 氏 集 ，; 

4n= 3 时 ,该 四 面体 的 顶点 构成 空间 纯 二 阶 祖 氏 4 点 集 , 如 
AG AT BORA OR) 面 重合 ,其 顶点 构成 空间 二 阶 祖 氏 5 
点 集 , 如 图 Ce 该 四 面体 绕 其 一 侧 棱 旋转 2 次 ,这 ?个 不 同位 置 的 
四 面体 的 顶点 构成 空间 二 阶 祖 氏 2n 十 2 点 集 ， MB Zico» 点 重合 
时 ,点 数 应 减 去 重合 数 ). 


(1) (2) (3) 
Č 

当 二 4 时 的 五 面体 ,其 顶点 构成 空间 一 阶 祖 氏 5 点 集 , 如 图 
乙 ;两 个 该 五 面体 底面 重合 ,其 顶点 构成 空间 二 阶 祖 氏 6 点 集 ， 
mE Zo. 

H n = 5 时 的 六 面体 ,其 顶点 构成 空间 纯 二 阶 祖 氏 6 点 集 , 如 
图 Co 两 个 该 六 面体 底面 重合 ,其 顶点 构成 空间 二 阶 祖 氏 7 点 
R WHAT Zac. 


élo 


UE n= 3.4.5 的 锥 体 各 取 者 干 个 ,这 些 锥 体 有 公共 棱锥 项 
点 且 侧 棱 相 等 时 ,所 有 顶点 构成 空间 一 阶 祖 氏 集 ( 为 正三 角形 绕 一 
顶点 旋转 的 特例 ). 

WEIZ a Lo. 

由 命题 5 及 以 上 诸 例 , 易 得 

命题 6 一 阶 空间 祖 氏 有 限 n(n E N,n > 3) RRR. 

命题 7 二 阶 空间 祖 氏 有 限 nt E Non 之 4) 点 集 皆 存在 . 

那么 三 阶 及 其 以 上 各 阶 的 空间 祖 氏 有 限 点 集 存 在 吗 ? 

命题 8 三 阶 及 其 以 上 各 阶 的 空间 祖 氏 有 限 集 不 存在 . 

WER 由 定义 ,该 点 集中 任意 两 点 (不 妨 设 为 A1、A4,) 的 中 年 
面 上 至 少 有 该 点 集中 的 三 点 ,显然 这 些 点 不 同 于 A,A 不 妨 设 为 
4:,4,4:, 这 样 至 少 要 新 增 4,4, 4,4, 等 9 条 线段 ,而 这 每 条 线段 
的 中 和 素面 上 要 满足 有 该 点 集 的 至 少 3 点 , 需 新 增 点 ,这 样 又 要 新 增 
线段 ,其 中 ,新 增 非 平 行 线段 的 中 垂 面 必 不 同 ,又 会 新 增 点 ,如 此 下 
去 ,该 点 集 发 散 , 不 可 能 为 有 限 集 . [ 

对 空间 祖 氏 无 限 集 ,我 们 还 有 : 

空间 直线 (射线 ,线段 ) 上 的 有 
理 点 的 中 点 必 为 相应 直线 (射线 、 线 
段 ) 上 的 有 理 点 构成 空间 纯 一 阶 祖 
氏 2 点 集 ; 类 似 地 ,空间 有 理 数 集 
Q Q 部 构成 空间 纯 A 阶 祖 氏 2 
点 集 . 

将 命题 SH MRI kK 
Ao) 阶 的 构造 方法 , 拿 到 空间 来 构造 ,可 得 空间 ( 纯 )& 阶 祖 氏 . 孚 ” 

空间 任 一 条 连续 曲线 ,其 上 的 点 构成 空间 一 阶 或 二 阶 祖 氏 
RK, 点 集 . 

空间 过 一 点 的 直线 东 , 其 上 的 点 构成 空间 一 阶 祖 氏 .多 点 集 . 
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空间 任 一 连通 曲面 ,其 上 的 点 构 \ 
成 空间 一 阶 或 AY 阶 祖 氏 RZ AR. 

空间 过 一 直线 的 平面 束 ,其 上 的 
点 构成 空间 纯 A MEAR A ASR. 

空间 任 一 连通 体 , 其 上 的 点 构成 
一 阶 或 .2 阶 空间 祖 氏 AY AR. 


日 Ad 
一 阶 aH 


2 E STE HH Ta» RER RARE A A, BY A 点 集 . 
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间 72 


两 束 各 至 少 有 几 条 平行 直线 的 相交 直线 东 , 其 上 的 点 构成 空 
MHR A 点 集 . 

由 命题 5 及 以 上 各 例 , 易 得 : 

命题 9 空间 一 阶 至 AB o 阶 的 祖 氏 A 点 集 皆 存在 . 

命题 10 ”空间 一 阶 至 A HARK A, RR. 

编者 注 ” 所谓“ 平面 二 阶 祖冲之 点 集 ” 的 存在 性 问题 是 由 Croft 提 出 的 ， 


并 由 Kelly 首先 解决 , 见 L6j. 


[1] 
[2] 
[3] 


[4] 


LS J 
L6] 
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GRA 
.第 二 类 Fibonacci 三 角形 的 存在 性 
江苏 溧阳 职业 高 级 中 学 江 H 


陈 计 趾 介绍 了 Fibonacci 三 角形 ( 边 长 为 Fibonacci 数 ,面积 为 
整数 ) 的 研究 进展 . 文 [1] 的 猜想 是 :不 存在 以 Fa Faris Fnr 为 边 
KÉJ Fibonacci 三 角形 . BHR” 证 明了 当 = 2 时 上 述 猜 想 正 
确 . 本 文中 ,我 们 将 证 明 这 一 猜想 对 = 37 士 1 是 成 立 的 . 

引 理 1 FEN, ODF: M Fiji 均 为 奇数 ,Fs 为 偶数 ; 
(2)F 5-4 = 2022p — DpE N;Fy = 80.0 E€ N. 

证 明 (1)j==1 时 ,下 二 1,F,==1,F; 二 2, 所 以 结论 成 立 . 假 
设 了 一 大 时 结论 成 立 , 即 F429Fa1 为 奇数 ,Fa 为 偶数 ,那么 7 二 
k + 1t, Fiaip- = Fug = Fat Fun = BH + OR = 奇数 ， 

Fap- = Pure = Fari + Fy = 奇数 + 偶数 = 奇数 ， 

Fary = Fars = Pete + Farti = 奇数 + 奇数 = 偶数 . 

由 数学 归纳 法 原理 可 知 结论 对 7€ N 都 成 立 . 

(2) H Pate = Pati + Fn DIE Pate = 8F ati + SF Rn = 6) 
一 3, 得 Feoj+v-s = BP ej- + OF 5-39 Rn = 67 ,得 Foory = 8F 6541 
十 SF ej | / 

注意 到 F, = 2X 1,F, = 8,F6-: 和 Peis 均 为 奇数 ,应 用 数学 
归纳 法 不 难 证 得 结论 . 

引 理 2 ” 整 边 直 角 三 角形 的 三 边 为 a.b.c, 且 0 二 2 十 如 , 则 
c 为 偶数 时 a .5 均 为 偶数 . 

WAR Rc = Orr CN), HR PG EN, 
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1) Hab 为 一 奇 一 偶 不 妨 设 为 22 一 1 和 29， 

则 @? 十 所 = 4(p? 一 上 十 gq?) 十 1 为 奇数 ,而 c? 4 为 偶数 ， 
故 不 可 能 . oo 

2) Æ a 必 均 为 奇数 , 设 为 2p 一 1 和 24 一 1， 

WW a? + = 4p? 一 十 q? 一 9) 十 2 不 为 4 的 倍数 ,而 c= 
dr? 为 4 的 倍数 , 故 亦 不 可 能 . 

综 上 讨论 得 ab 只 可 能 均 为 偶数 . L] 

定理 1 当 角 EN 时 ,不 存在 以 (FaiyFasrs_19Fajrt1) 或 
CF 3,09 F sj44-29F aj40-2) 为 边 长 的 Fibonacci 二 角形 . 

WER 设 h 为 底 边 上 的 高 ,对 Heron 三 角形 而 言 ,h 必 为 整 
数 , 且 Fj-i — 7 ree — Ah* K P32 一 生灵 3 一 4h? WAL., 

由 引 理 1(1) AERA Am AAK FEA BEN A, TT E 
端 都 是 偶数 , 故 不 能 成 立 , 产 生 矛 盾 . E 

定理 2 4jE Ni, PREA ES Fy E 为 边 长 的 
Fibonacci 三 角形 . E 

证 明 ith WI LA. X} Heron 三 角形 而 言 h 必 为 整数 ， 
BUA 4h? 一 488 一 Fys 即 F = A? + SF ya). (x) 


由 引 理 1(2) 知 Fa; = 8p, Fus = 2q — 1, (pq E N) PH 

(* ) 和 引 理 2 知 C = Fy = 8p 为 偶数 , 必 有 a = h filo = 六 Fo 

均 为 偶数 ,产生 矛盾 . [] 
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a ee eT M 


Diophantus H FE x? + yt = z* 
H rt + yt = 23 


武汉 大 学 数学 系 WES 


熟知 ,n 二 3、4 时 的 Fermat 问题 首先 分 别 由 Euler、 Legendre 
给 出 证 明 . 最 近 , 汤 健儿 ”又 讨论 了 方程 x 十 y= 二 x 与 Xz? 十 y= 
z, 本 文 我 们 将 讨论 方程 十 y= 二 xz* 和 zt 十 y= 2 的 解 , 从 而 
EEJ EERTE +H y [=r E38 a,b,c 4 时 的 结论 . 

本 文中 的 字母 均 表 整数 ,无 解 是 指 无 整数 解 ,方程 中 (zx,y,z) 
一 ], 

定理 1 JET + y = 2 无非 平 几 解 . 

定理 2 方程 x 十 yt = 2 无非 平 几 解 . 

为 证 明 简 捷 ,我们 引入 丢 盔 图 方程 理论 中 的 几 个 结果 

引 理 1” 若 (z,y) = 1,zy 天 0, 则 方程 3z 十 10z?y? 十 3y 
= 32° 无 解 . 

引 理 2 Saw =1,ry 40 WWE r 一 3y' = z OR. 

引 理 3 FE’ +y =z’, ly) 二 1 的 全 部 解 可 表 为 

士 工 一 妨 一 3 + y= 3t’s—s?,zx=s? He, 
其 中 s t 满足 (st) = 1. 

证 明 将 zz 十 y= 二 x 化 成 复数 域 的 方程 

(x + yi)lx — yi) = z’. 

R(x + yi,x 一 yi) = d (d HARO M) a2. 

d 二 2 时 ,2|z,21y, 这 与 (z,y) = 1 FA. 


d=1+4 imp, ate _- 之 二 多 和 2, 这 也 与 (z， 
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y) =1 FR hed = 1, 由 于 复数 域 上 有 素 因数 分 解 的 唯一 性 , 故 有 
xty=At— si)’, 
4 是 复数 域 Q@ vY 一 1 的 单位 数 , 即 = 十 1 或 土 i, 易 知 4 可 并 入 ( 
一 581)” 中 , 故 不 妨 设 4== 1, 从 而 有 
+ z = t — 3ts*, + y = 34s 一 8,z 一 5 十 下 ,51t) = 1. 
L] 
定理 1 的 证 明 r =z y = (2? — O + 9"), 
因 (z? 一 yaz + y = 1 a a2 aihe TF: 
D @’—y',2?+ y°) I= NT, 
x = ts 
o Ës 
7 2 st 均 为 奇数 ,(s,1) = 1. 
2 
t+s=a,2z? 
2 — 
Bp oe 一 nzi (21922) = isy) = 1. 
f — $ = Ayi 
t + ts + sè = ayi, 
Sas t — st +s) = 13, ast Hst Hts) = 1X 3. 
.aidayasa 一 2 或 18. 
Sst ARR, a ts HEE Hts +H. 
ee Yos Zonal ABR » eaa, = 1 EÈ 3,a,,a, = 2M 6. E A s' 
一 一 s, WAM a; 和 ara, 和 a, 对 调 后 的 情况 相同 , 又 lG 
+ 5) 他 3 1 一 5), 故 ai、.as、a3.ai 的 取 值 只 能 为 
(QaisQ2943904) = (2,1,25,1)3(2,1,6,3). 
1) 《aiyazydsya4) = (2,1,2,1) 时 
dts = (E + ts +8) — E — st +57) = yk — x? = 0(mod 8). 
XS st 均 为 奇数 矛盾 . 
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~- 一 一 


ll) (A, 5Q>5Q350,) -一 (2,1,6,3) 时 ， 
和 4 o 2 
由 4zi = G + sy = gy; — SOM S98 py — 12y: 知 
zi + 3y1 = yi. 
同 理 有 zi 十 27y1 = <3, MAMARE 
ze 十 30ytzt 十 81y8 = yie?, 
BN 3(z1) + 10(3y1z27) + 303 y7)4 = 3022)’, 
由 引 理 1 即 知 无 解 . 
2) Cz — y + y) = 2IN, lr, 2.2 fyz; 
Jy? + z = 2(mod 8), 故 而 只 有 


x = 2st 
» 十 z = 28° (s,t) = 1. 

z? — y’ = 4s’, 
e Cz — y,2+ y) =2,-. 4° be = 2s 

z— y = 2s}. 
从 而 20 = y? + 2? = (s} + 53)? — (83 — 53)? = 2058 + 58), 
即 Z° = Cs?’ + (52);, 此 即 n = 3 时 的 Fermat A, RAM. C 
定理 2 的 证 明 由 引 理 3 我 们 有 

z? = |a — 3ab’|;y’? = |3a’b — b*|, (a,b) = 1, 
由 于 x、y 可 变换 , 故 不 妨 设 a >b, W y? = bla? — b), (6, 3a? 一 
0) 王 1 时 ,3a 一 二 yi; 两边 取 模 3 即 推出 了 矛盾 ,故而 (6,3a? 一 
b) = 3, 即 


b = 3y? 
| — b = 3y%. 
1) a’ > 30° RY, r = ala — 36’) Kla — 36°) = 1 知 
a = z? 
| 一 36° = zi. 


故 ci 一 3yi = %, 这 由 引 理 2 即 知 无 解 . 
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2) a’? < 36° Bt, H 2? = a(3a? — b) Klasa — 36°) = 1 
36? 一 a = xi, PRR 3 BE F SJA. | | 

我 们 考虑 方程 x 十 一 xz (z,y,z) =1,3 Ka, be K4, H T, 
y 可 互 换 及 zx? 二 一 (一 Xx) 知 只 须 考 虑 

(ac) = (3,3,3);(3,3,4);(3,4,4);(4,4,3);(4,4,4). 

根据 本 文 的 研究 和 以 前 的 结果 我 们 就 得 到 

推论 EERTE +y =z, (2,y,z) = 1,35 24,b,c 
< 4 无非 平凡 解 . 
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Math. Student, 43(1975),61 一 64. 

[4] L.J.Mordell, The diophantine equation zt + myt = z?,Q.J. Math. 
(2),18(1967),.1 — 6. 
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New York,1969,301 — 304. 
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一 让 征 解 题 的 加 强 


中 国 科 技 大 学 数学 系 Rae 


《数学 通讯 31992 年 第 9 期 “问题 征 解 ” 的 第 99 题 是 : 设 n 宇 1， 

证 明 不 定 方 程 
Da = ( Sau) 
仅 有 -组 互 不 相同 的 正 整 数 解 (1,2，… ,nm)} 

本 文中 ,我 们 首先 证 明 一 个 更 强 的 结论 ,然后 给 出 有 关 的 背景 
评论 . 

定理 对 任意 互 不 相同 的 正 整 数 Q1,42，,"… ,a4,, 有 不 等 式 

Sai > ( De)’, 
等 号 成 立 的 充分 必 要 条 件 是 {o sap 4 *,a,} = {1,2,° ,7}. 

证 明 用 数学 归纳 法 . 

n 二 1 时 结论 显然 成 立 , 若 结论 对 nn 已 成 立 , 考 虑 nn 十 1 个 互 不 
相同 的 正 整数 wa， aa 不 妨 设 1 委 和 w << <a, <an 由 
归纳 假设 ， 

Sai > | Sa)”. (1) 


又 显然 An S an+] 1 , 故 
Qh + 2a, > ai Safy + 2a,4,[ 1 +2 +.. + Canya 一 1) | 
k=] 


= CQa+ 1 十 (Cn+1 一 Qs+1) = Anti (2) 
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n+] n 

— 3 3 
Slat = Slab + aby 
k=1 = 


k=] 


> ( Yaa)? + ater + 2an Ya) 
k=] =] 


一 | Sa)’, (3) 
综合 (1)、(2) RVSSHRE, JMH a =k Ska 
+ 1) 时 , 不 等 式 (3) 取得 等 号 ， [| 


评注 ”1989 年 全 国 高 中 数学 联赛 中 提出 过 下 面 的 问题 (第 一 
试 第 五 题 ): 
设 无 穷 正 数 数列 {a,}(n > 1) ,对 之 1 满足 


lla, = n (n >È 1). 

这 个 问题 中 不 必 假 定 a; 为 正 整 数 , 它 与 文 首 一 题 具 有 相 辣 的 
特色 :从 某 种 意义 上 讲 , 等 式 
是 唯一 的 . 

上 面 说 的 两 个 问题 较为 容易 .LeVeque 曾 研 究 过 另 一 种 稍 难 
(或 许 也 更 有 意义 ) 的 “ 瞧 一 性 ”问题 ,他 证 明了 ( 见 L1]) 

如 果 正 整数 a,b Rm > 2 使 得 等 式 

Dk = Xy)” (4) 

XT Ary Ee n MI, Ma = 3,6=1 Rm= 2. 

LeVeque 的 论证 (并 不 容易 ) 是 由 (4) RM n = 2 成 立 来 导出 
结论 的 ,一 个 目 然 的 问题 (似乎 并 未 获得 解决 ) 是 

问题 ”如 果 仅 假设 (4) 对 某 个 nn 二 > 3 成 立 , 是 否 能 推出 同样 的 
结果 ? 
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-一 


笔者 能 够 证 明 ( 见 [2]), 若 (4) HESLA n RY WBE a 
= 3,4=1Kkm=2. 


参考 文献 


[1) W.J. LeVeque， On the equation a* — & = 1,Amer. J. Math. ,74 
(1952),325 一 331. 


[2] 余 红 兵 ,A note on a theorem of W. J. LeVeque,《 数 学 研究 与 评论 》， 
1994 年 第 4 期 ,537 一 538. 
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Blanuša 一 Mitrinovic 问题 的 讨论 


杭州 商学 院 数学 教研 室 K K 


(一 ) 5| z 
D. Blanusa"*! 与 D. S. Mitrinovic' 分 别 在 1949 年 .1968 年 提 


出 了 以 下 两 个 公开 问题 
问题 1 ”确定 那些 具有 下 列 性 质 的 代数 浮 数 A,(x),k = 2, 


3， 
logx | 
—2— [< A, (rz) (x > 0), 
x—-] 
A(x) ~ xt (x > 0+), 
TACI) ~ xt (x -~ 十 00), 
A(x) 一 EE ~ a(x — 1) 2 (x > 1), 
其 中 a, Fx WX. 


|) ER 2 FIA A(x) (k => 2 3，…) 满足 对 于 > >O, 
ORE < Ae) H Anir) Z ADO Sm <n). 


l 
早 在 1949 年 ,J. Karamata”! 和 D. Blanuša? 给 出 A, (x), 
A lr) A A C) 的 形式 : 
1 1+ Vx 
A (z) = — =, A lr) = ——_ , 
Vz "z+ VE 
= 7+ 16¢ + 7¢° 4 
A(x) Tt — t + 18 — tt + 7 t= Vx. 
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D. Blanuša 44 HH XF z > 0,8 A(z) 2 Alr) 之 Ar). 

关于 问题 1, 文 {4] 中 已 给 出 详细 的 讨论 . 本 文 解决 了 
Mitrinovic 提出 的 问题 2, 还 顺便 用 一 函数 单调 性 建立 系列 平均 不 
等 式 . 


(二 ) 一 个 定理 


定理 $ | 
G (a) = | ec/ ar 天 Da ,六 > 0), (1) 


则 Ga) 是 关于 a 的 严格 单调 减少 函数 ， 

证 明 “事实 上 ARNIE: X FEM e< p, A 

| zaz ° | zaz < | zda ° | zar， 
则 就 完成 了 定理 证 明 . 
现今 D= | zeaz ° | ziaz — | zdz ° | x? dx, 
N , s p 

H RH D = | zaz ° | y dy 一 | ydy | x’ dz, 
世 就 是 了 D = 二 [xP yt 一 ydzdy. (2) 
同 理 有 DD = 站 yo 一 x)dzrdy. (3) 
由 (2) 和 (3) RGE 

2D = | | Ca — yx ly? — xt ly? l dady 

_ | [xe y) (xP? — yr \dzdy > 0, 

因此 D > 0, 由 此 定理 获 证 . [ | 
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(三 )“ 问 题 2” 的 解决 


ED 式 中 , 令 a 依 次 是 一 2k = 2,3,…) 和 0, 根 据 定理 有 
AR: GO)<G(— 1/k) (k= 243.0), 
而 且 GC 1/m) > G(— 1/n) (2<m<n), 
这 里 G0) = (logb — loga)/(b — a), 

GC 1/k) = (k — 1) = a) /fab (be DA — PY), 
然后 令 a=1,14b=2c>0,MHic 
A,x) = G(— 1/k), 


We Ale) 二 e- n) 5H, (k = 2,3,1), (4) 
元 ri 
因此 ,马上 有 结果 : 
OB <A), (k = 2,3,°*), 
同时 ， Ta) > A), (2<m<n). 
上 述 (4) RAY A4(x) (= 二 2,3,…) 就 是 Mitrinovic 先生 在 “ 问 
题 2” 中 要 我 们 寻找 的 代数 函数 ， 


至 此 ， 问 题 2 ”已 顺利 解决 . 


(四 ) 系列 平均 不 等 式 的 建立 


由 定理 ,我 们 有 
推论 4 
b b 
F(a) = | xaz/| ldx (af~b,a,b>O), (5) 


则 ”F(a) 是 关于 a 的 严格 单调 增加 函数 . 
在 (5) 式 中 分 别 令 
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l l 
a= 2, — 万 ?0， 9 ;1， 


日 4a 关 5,a,b 证 0, 则 由 推论 有 
F(— 2) <F(— >> < F0) <E) < FO), (6) 


2 ] b —a 
而 F(— 2) =T 1’ BC) = fab, FO) “inb —Ina’ 
a b 
1, _a+ Vab+ _ a+b 
FO) 一 3 , F(1) = >? 
因此 (6) 式 实际 上 为 
2 < me bose eat Jab + b 
1 1l io Ina 3 
a 
二 了 (7) 


这 样 ,我 们 借助 于 一 个 函数 的 单调 性 ,就 一 下 子 确 立 了 调和 平 
均 、 几 何平 均 、 对 数 平均 ,Heron 平均 和 算术 平均 之 间 的 关系 . 


参考 文献 
[1] D.S.Mitrmoric, Problem 5626, Amer. Math. Monthly, 75(1968), 
911 — 912. 
[2} J. Karamata, Problem], Bull. Soc. Math. Phys. Serbie, 1(1949),77 
— 78. 
[3] D. Blanuša, Problem13, Bull. Soc. Math. Phys. Serbie,1(1949),156 
— 157. 


[4] I. Lazarevic, A. lupas, On the approximation of the logarithmic 
function by sequences of algebraic functions ( E ), Univ. Beograd. 
Publ. Elektrotehn. Fak. Ser. Mat. Fiz,1982,62 — 73. 
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一 个 三 角形 不 等 式 的 证 明 
福建 永春 县 华侨 中 学 余 丹 田 


1994 年 3 月 , 杨 学 枝 老师 提出 如 下 问题 : 

问题 ia bc 为 和 人 ABC 的 三 边 长 ,证 明 或 否定 : 
12>) pap > 18 + em 

本 文中 ,我 们 给 出 了 这 个 不 等 式 的 一 种 证 法 . 

ia >b >c, a [= ke,b = kick, SR Sl, 


a 2a — b +c) 
122 yF = 122, 2@G+e) 
(CC 一 0) 十 人 一 0 , @—-b+la—-c) 
= 12| a+b) © bie 
(6—a)+ @—c¢) 
+ oan | 
= 6(a—0){ z — | + 6-0 - 
b+c a+b a+c a+b 
i 
+ 6(a -D| zi — zH) 
6(a — c)’ 6(6 — cy’ 十 6(a — b) 


KETER TAREE T 
因为 6 十 cc 这 a, 所 以 十 1 之 名 ， 
6O-  _ BHT 
(a + c)(a + 2) [+ 直人 + 各 


y 3 eyn = 0)" 


2a’ — æ 


a? 
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bla -o 6(a — c}? 
B+ ca to) + Als je 
2 2 


(a — c) 


b? 


1 二 二 a 
Æ HE WE AA 


6(a — cY 6(a — b)’ ~ (a —c)’ (a — 6)" 


C+oath CtoO BF ' ee 


— 2 
则 122) pee 18+ > 成 立 . 


之 


a 
B42 #a b. cH AABCH=HWK,HalSbSc W 
(a — c) ~ (a — b)? 
二 一 2 e 


b? 
证 明 因为 ki 一 kk, +k, 一 1 之 0. (A =k, —4k, +420) 
所 以 kı 1 = kk, — kj, 


k, —1 
至 = k, — k,. 
即 1> > >0 
i 2 — $ 2 
所 以 > C] 
由 引 理 ， 
6(a — ce) 4 6(a— by — (a= o) 
(6+ c)(a +b) (a+c) +c) b? 
一 ] k | 
二 一 2 
Gta tE] b 
+ 6 _ (a — b) 
Ck, + 1) Rk, + 1) c’ 
fk o 6 
>| ETDORED L+ EDETI. 
(a — by 


2 
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、 6 6 
RIM =G FDC +D ata V FFD 
F(x) _ 12z(27 +1) (@ +1) 一 6z (42 +3) 
(22 +1} (z +1)? 
6(2z +3) 
(xz +1) (x +2) 
_ 18(2* +227? 一 27 —1) 0 

(x +1)?(a +2)7(22 +1)? ~~ 

BD f(x) 单调 递增 .但 f(1) = 1, f(z) >21, 


6(a —c)’ 4 6(a—b)? (a —c)? ~, fa —6)’ 
(6 十 c) (Ca +b) (a +e) (6 +c) b 7o ëo? 


一 -一 = 


从 而 12 >> 之 18 十 DH] 成 立 
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一 个 几何 不 等 式 的 加 强 ( 一 ) 
”福建 福州 市 第 二 十 四 中 学 HFR 


陈 计 5 给 出 了 在 同一 个 三 角形 中 , 边 长 a.6b\c 与 其 外 接 圆 半 

径 R、 内 切 贺 半径 + 之 同 关系 的 机 个 很 好 的 不 等 式 
dvs <1 二 十 二 十 一 < GR +), 

os ACS BE WE Inve wt. LAMAER 

本 文 将 进一步 加 强 上 述 不 等 式 , 得 到 以 下 

定理 1 设 入 4BC 的 三 边 长 为 e.6、c, 其 外 接 圆 半径 与 内 切 
圆 半径 分 别 为 尺 与 >, 则 
Ly hp he YREDRED), 
4 HAL AABC 为 正三 角形 时 ,(1) 式 取 等 号 . 

定理 2 设 入 ABC 的 三 边 长 为 a.6.c, 其 外 接 贺 半 径 与 内 切 
图 半径 分 别 为 R ° vm 


1 243 V 3 
t 十 二 > TIOR + 266r’ 


4AM ABC 为 正三 角形 时 ， (2) 式 取 等 号 . 

为 证 明 上 述 两 个 定理 ,我 们 先 给 出 以 下 几 个 引 理 ， 

5| 理 1 设 入 ABC 的 三 边 长 为 4a.b.c, 其 外 接 加 半径 与 内 切 
加 半径 分 别 为 RR 与 7, 记 a 十 6 十 c= 二 6V 3y*7,R 一 27，r, 则 
二 十 去 十 二 一 dean (3) 
(3) 式 的 证 明 可 参见 文 L2]. 
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(1) 


(2) 


引 理 2 在 人 4BC 中 , 同 引 理 1 条 件 有 
1)27y? < 8r? + 207 一 1 十 8(xX 一 1) J/a(x — 1); (4) 
ii)27y? D> 8x? + 20x — 1 — Ba — 1) Vir — 1), (5) 
4 HI AABC HS B= A. RWKAKF ERM, (0) AR 
等 号 , 腰 长 不 大 于 底 边 长 时 ,(5) 式 取 等 号 ， 
(4)、《5) 两 式 是 两 个 十 分 有 用 的 关于 三 角形 的 不 等 式 . 其 证 
明 可 参见 文 [2j, 不 难 验 证 其 取 等 号 条 件 . 


5| 理 3 在 人 ABC 中 ， 同 引 理 1 条件 , 记 z# = 27y’ fw) =u 


i) flu) < Br + 20x — 1 + 8(z— 1) vr(r — 1)); 
(6) 
ii) fu) DS f Br? + 20x — 1 — 8(a — 1) Vxlx —1)); 


(7) 
(6) 7) 两 式 取 等 号 条 件 分 别 与 (4)、(5) AA. 
应 用 引 理 2 并 注意 之 1, 易 证 (6)、(7) AR. 
引 理 4 Æ AABC 中 , 同 引 理 1 条 件 , 另 mr E R+, 
2 Vale D < (m+ —)x—m, (8) 


SAMS z = 一 1 
证 明 Km +i —m —2 VC =| Vm(z =) 


— [2] Soma 式 成 立 . E 


下 面 我 们 来 证 明 上 述 两 个 定理 . 

定理 1 的 证 明 

1 .1 二 =- 27y + 8x +1 
C 24 V 3 Tyr 


2 
a 十 2(8x + 1) | 


| eaa 1) 
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Sa 


1 
S =| 82" + 20x — 1 + 8&4 — 1) VxG@— 1) 


(8z +1)’ 
十 2(8 +| 
+ 8r” +20x 一 1 +82 —1) Vælxz —1 
( 据 引 理 3 中 的 (6) A) 
] . 
~ TAA 82’ + 362 + 1+ 8a — 1) vrz — 1) 
, 82’ + 20r — 1 ~ 8(x— 1) Vra- D) | 
82 + 1 
_ 4r? + 19% +4+ 40@ 1) VZGCZ 1) 


4x(8a +1)-r’ 
_ 4z’ +62 +2 (2 一 1)L8z 一 4z 一 1 一 8z Vax(a 一 1) ] 


16z -rr 8z (8z +1) e7” 
_4z 十 6z 十 2 x —i 


167Z +r’ gr [8r 一 4z 一 1 +82 Vzx(z 一 1) ] 7’ 
<i 工 6z 了 2 注意 到 工 之 10) 


16r’ er? 
_ 《27 rx +2) _ (R +r) +2r) 
162?r’ E 4R? « r? 


CR +7r)C(R + 2r) 


titrs ie 
并 从 证 明 中 可 知 , 当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 ,(1) 式 取 等 号 . 
C] 


3 


即 得 


HFRS 2r ,不 难 证 得 
v ROR + år) 


V(R +7) (R + ar) _ 2Rr 
"I 
2Rr 1 5 7 
一 一 | 一 - 十 一 
3 [aR 8r 


因此 ,可 分 别 由 定理 1 得 到 
推论 1 在 AABC 中 , 同 定理 1 条 件 , 则 
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a b C 2Rr 
当日 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 ,(9) 式 取 等 号 . 


推论 2 在 和信 4BC 中 , 同 定理 1 条件, 则 
1 1 .1 1 
a S selints ae (10) 
u A124 AABC 为 正三 角形 时 ,(10) 式 取 等 号 . 
(9) 式 即 为 文 [i] 中 周 才 凯 老师 给 出 的 结果 ,(10) 式 即 为 本 文 
开头 提 到 的 一 个 不 等 式 , 显 然 , 它 较 之 更 强 ， 
为 明确 (2) 式 的 来 源 ,以 及 获得 较 (2) 式 更 为 丰富 的 信息 ,对 
定理 2, 我 们 采用 探索 式 证 明 方 法 . 
设 参 数 $q €E Rt ,使 之 满足 
1 1 1 CEREA 
ateteo> PRE D 
下 面 我 们 来 寻找 这 种 2.a 值 ,由 于 
2 {21y + Be +1)" 
二 十 言 十 二 =| Tea | 


($8 5/2 1) 
加 1 (82 + 1) 
= bax al 27y 十 77y + 2(82 + 1) | 
=> L ;| 8? + 202 — 1 — 82 — 1) vriz — 1) 
642° er 


4 (82 + 1)’ 
82° + 20x — 1 — 8(z — 1) Vax — 1) 
( 据 引 理 3 中 的 (7) 式 ) 


1 /一 


8r’ + 202 一 1 十 8 一 D V(r—1 | 
8x + 1 


_ 4x° + 192 +4 — 40@ — 1) vra — 1) 
4x(8x+1)¢r 


+ 2(08Z + D | 


+ 
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-n 一 


-8 , @= Dri 7 AveG@ 7 Dd), 
i 2 


Axer 4x(8x +1) +r’ 
又 由 于 
BAD: Y3 | - 3 Bla — Dpr ë) 
R + 2er da er’ 4x(pxt+q) sr? | 


由 此 可 知 , 要 使 由 式 成 立 , 只 需 使 
4z 一 1 一 4VZC 一 1) 3(pr— g’) 
8z F1 tpt 7 ® 2 
以 下 分 两 种 情况 ， 探讨 @ 式 成 立 的 条 件 . 
Will: prs” ; 则 


3(Cp2r 一 92) 
“pr tq 7 
MHA x 21,8 
4z 一 1 一 4YVZCZC 一 1]1) l 
&xz +1 de 1+4 Ja D 
故 知 在 p'r Sq’ 情况 下 OARS. 
情况 2:47 pa <q’ E A, i m > 0G 
1 1 4 EE 4x — 1 — 2¢m 十 一 )z 十 2mn 
8Zz 十 1 8z + 1 
_ Cam" — m) — 2(m — 1z 
m(8x + 1) 


因此 ,在 这 种 情况 下 ,要 使 @ 成立, 只 
(2m* — m) — 2(m — zr en, 
m: GHD  * (ex tg >” 

即 去 分 母 , 经 整理 后 得 到 的 

2(m — 1)’ p — | C2m? + 23m)p — 4m — 1)* dq |x’ 
十 [一 3mp? 一 2(2m’ — m) pq + 20m? + 10m + 1)q? Jz — 20m’ 
一 2m)q* < 0. 

上 式 经 改写 得 到 

(pT —q’) [2m —1 Yr? —2(m —4m +1)z +2(m? 
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— 2m) | — {[(— 2m? + 31m — 2)p? — 40m 一 1)2p9 — 2(m 

— 1)%q? |x? — [2(— m + 14m)q* — 22m? — m) pg — (2m° 

— m) p’ |x} <0. © 
由 于 我 们 假设 pr — <0, XH lA — 1y 

— (m? — 4m + Dr + Cr’? — 2m 0 K,O RH 

(px —gq) [2m 一 1)27z2 —2(m? —4m 十 1)z +2(m? —2m)] <0. 
由 此 可 知 ,如 果 我 们 取 适 当 值 m > 0, 使 得 下 式 成 立 : 
《一 2 +31m —2) p —4(m —1)* pq —2(m —i Yg 

=2(—m’* +14m)q’* —2(2m* —m) pq — (2m —m) p’* 20, @ 
那么 @ 式 中 左 端的 花 括 号 内 的 值 不 为 负 , 因 此 ,此 时 @ 式 成 


由 4) 可 得 到 
(15m — 1)p*? + (3m — 2)pq — (12m + 1) = 0, 
BII 
(e +H oad5m — 1)p — (2m 十 1)g] = 0, 
HF p € R*, A 
(15m — Dp — (12m+ 1)g = 0, 
By 
a= me F1 
同时 ,由 @@ 还 得 到 
2(— m* + 14m)q* — 2(2m*> — m) pq — Qm? — m) p > 0. 
TERS BY m > 0, 并 将 @ 代入 ,经 整理 得 
1458m°* — 6804m? + 874m 一 27 <0. (6) 
Sy ARM f(m) = 1458m? 一 6804m? + 874m 一 27. 4 m > 
0 时 为 增 函 数 , ABB (4.53) < 0,f(4.54) > 0, 由 此 知 方程 
jw) 一 0 在 (4.53,4.54) 上 必 有 一 正 根 , 设 此 正 根 为 mo, 则 mo 显 
然 满足 ORO, KBR Pq: ME 


© 
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_ 15m, — | 
I= Tom, +17 
时 ,名 式 成 立 ; 从 而 © stair. aH @@ 式 中 的 pa 值 换 作 m, 得 
到 | 


l, l,l 27 vV 3 my 
a + b + C > (12m, + DR + 205m, — Dr’ 


# HX m, ES < mM < my, Mil Mı 必 满 足 O. OAA, A Suk 
27 J 3 mo ~、 27V 3m, 
(12m, +1)R +015m, Dr” (12m 十 DR 十 2(15mi —1)r’ 
因此 ,总 有 


141 27 / 3m, 


b (12m HDR +205m, —1)r' 
取 m = > RA OR BEC) HK. h ERIEN ET A, H H 


仅 当 A4BC 为 正三 角形 时 © 式 取 等 号 ,从 而 (2) 也 取 等 号 . U 


由 D 我 们 可 以 得 到 一 连 串 不 等 式 ,如 
1 1 1 
atto 
243 V 3 ~、 108 / 3 ~ 11V3 
7 110R + 2667 ~ 49R + 1187 ~ 5R + 12r 
由 此 可 知 ,(2) 式 是 本 文 开 头 所 提 到 的 其 中 一 个 不 等 式 的 加 强 . 
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一 个 几何 不 等 式 的 加 强 ( 二 ) 
HLT RPP Se R 琦 


石 世 昌 在 文 [1] 中 ,将 八 4BC 中 的 常见 不 等 式 
1 1 1 V3 
a 十 b + c < or D 
加 强 为 
Va| tyt it @ 
这 是 刘 健 在 文 [2] 末 提 出 的 猜想 之 一 , 黄 西 灵 在 文 [3] 中 ,提出 考 
虑 如 下 的 不 等 式 : 
Ri a tit 
+t R 7) @ 
AA, B oO- = (14. 94°,82. 53°,82. 53°), 可知; 
k > 7. 69464417. 
陈 计 在 文 [4] 中 已 证 : 当 & = 8 时 ,@ 式 成 立 . 由 RR 之 2r 知 :& 
Rh. ORRE. 本 文中 ,我 们 用 完全 初等 的 方法 来 证 明 : 当 = 


7.7 WO APR. 
定理 i AABC 的 三 边 长 为 a,p,c, 外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 
AR Al r, il] 
V 耻 二 十 去 十 二 | <ER, @ 


等 号 成 立 当 且 仅 当 AABC 是 正三 角形 . 
证 明 Rs 为 A4BC 的 半 周 长 ,由 三 角形 恒等式 
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D 等 价 于 
77 V 3 (2 +r? + 4Rr) < 48(67R + 97r), 
Ej H (s?) = 177876 + 7’ + 4Rr)? — 16s’°(67R + 97r) 
= 17787s* — s*(71824R? + 65672Rr + 1149707") 
+ 17787(4Rr + X <0. © 


AABC AED 4p O AAT RRA AOL 89 ER S aon 由 
Lemoine 公式 给 出 : 
16Si0m = (6 — ce) (c — a)*(a — 6)*/C2r)? 
=— st + 2s°(R? + 10Rr — r’) — rR +r)’, 
所 以 ,要 证 @ A, RWE: 
G(s?) = H (s?) 十 284592S2%orr 
= s*(— 676R? + 290068Rr 一 150544r?) 
— 71148Rr(4R +r} <0. © 
M4 R/r > (72517 + V5233273353)/338 = 428。575… 时 , 显 
BR AY G(s?) <0. | 
44<R/r < (72517 + V5233273353)/338 时 ,用 文 [4] 的 不 
等 式 (17) 得 
12s? < 49R? + 38Rr + 52r’, o © 
从 而 
3G(s’) < 3G[ (49R? 十 38Rr 十 52r27/12] 
= (49R’ + 38Rr + 52r?) (— 169R? + 72517Rr — 376367") 
— 213444Rr(4R +r)? 
= — 8281R* 十 131807Rar — 804858R2r? + 2127272Rr% 
— 195707 2r* 
— (R — 2r)(8281R® — 115245R’r + 574368Rr? 
— 9785367r°) 
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= — (R — 2r)[ (R — 2r) (8281 R° — 82121Rr + 245884r’) 
”十 500077] < 0, 
其 中 ,最 后 一 个 不 等 号 是 因为 ,82121? — 4 X 8281 X 245884 
= — 1400802975 < 0. 
当 3r 之 R 二 4r 时 ,用 文 [4] 的 不 等 式 (23) ; 
6s? < 25R® 十 16Rr 十 30r’, © 


ÄGG) < >G[(25R: 十 16Rr + 30r*)/6] 


= (25R? + 16Rr + 30r?) (— 169R? + 72517Rr — 37636r?) 
— 106772Rr(4R + r)? 
= — 4225Rt + 102669R°r 一 639474R?r? + 1466612Rr° 
一 1129080r+ 
— (R — 2r)(4225R? — 94219R?r + 451036Rr? 
一 564540r’) 
— (R — 2r)[4225RCR — 4r)? — 47045r(R — 3r) 
e (R — 4r) — 13374Rr(R — 4r) + 625Rr?] < 0. 
当 r< R< 3r, Hx] 的 不 等 式 (19) ; 
2s? < 9R? 十 2Rr 十 1472， D 


G(s’) < + GLOOR’ 十 2Rr + 14r?)/2) 
= (9R? + 2Rr + 14r*)(— 169R? + 72517Rr — 37636r’) 
一 35574Rr(4R + r)? 
= — 1521R* + 83131R°r — 48064R2r? + 904392Rr: 
— 52690r* 
= — (R — 2r)(1521R® — 80089R’r + 320470Rr 
一 263452r°) | 
= — (R — 2r)[1521R?(R — 2r) — 64094(R 一 27) 
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© (R 一 3r) — 12953r (R? 一 9r?) + 453577 | < 0. 


O © 


最 后 ,我们 提出 O 式 的 指数 推广 方 问 : 
猜想 0 二 m 二 1 时 ,在 任意 AABC 中 有 


1 ] —m l 
om m tp +5 = S359 = R?” +a | (3 


当 m 二 1 i AX Walker PFA: 


1 
Stats S Gi t 


4 m = 5 BT. @ AW OR Dm= 7 tH 
1, 1, 1 373/272 , 3 | 
yet vet vel Oe ee + AY. 
© 
ll l,l 
利用 图 式 及 | -元 十 -到 十- 二 | <afP+i+5 
= zy 容易 证 明 O R. 


[1] 
[2] 


[3] 


[4] 
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关于 Fermat — Torriccelli 点 的 几 个 不 等 式 | 
浙江 杭州 第 十 四 中 学 FRE 


1967 年 ,H. W. Guggenheimer 提出 如 下 
命题 1 设 已 为 人 4BC 内 一 点 , 记 P4 = u,PB = v,PC 
= w,BC = a,CA = b,AB =c, Hi 


u +otw<a+tb+e. (1) 
eee me an 指出 不 等 式 
元 4 元 十 二 >? 3 v3 (2) 
不 成 立 ,并 将 其 改进 为 
命题 2 mt ing Tine (3) 


其 中 ,a,6b,c 为 和 人 ABC 的 三 边 长 ,其 对 应 边 上 的 中 线 长 为 mm, 


m. PJK s = 5 (a +b+e). 
1991 年 , 安 振 平 二 证 明了 


] 1 1 3x3 

命题 3 hth’ hz . (4) 
ty4,i,l-s3 3 ， (5) 
We Wy, We 5 


其 中 ha shy 大。 分 别 是 边 a,b,c 上 的 高 Wa s UW, s W, 分 别 是 了 人 4, 一 5， 


ZC 的 平分 线 的 长 ,一 F(a + b +0). 
由 命题 2, [2] 还 提出 如 下 猜想 : 设 已 是 A4BC 内 一 点 ,AP、 
BP CP 的 延长 线 分 别 交 三 边 于 A BC, W AA = x,BB' = y, 
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CC! = =, DEAR A = : 


i 十 i 4 1 > 9 (6) 
xX y z S 
1992 年 , 周 德 丰 5 指出 (6) 不 成 立 ,并 将 其 改进 为 
] l 1 3 
命题 4 tyt? (7) 


综 上 所 述 ,; 对 人 ABC 内 一 点 了, 当 P 是 人 ABC 的 重心 或 内 心 
时 ,不 等 式 的 下 确 界 为 3 3; 当 PE AAB 的 重心 时 ,不 等 式 的 


下 确 界 为 二 ; 当 已 是 人 A4BC 内 任 一 点 时 ,不 等 式 的 下 确 界 仅 为 
如 所 知 , 设 己 是 人 A4BC( 内 角 均 小 于 120) 内 一 点 , Ae 
Z APB = Z BPC = /CPA= 120°, ill E P Æ AABC h Fermat 
一 Torriccelli 点 . BMRB BBUF) ~ (7) 的 几 个 Fermat 
一 Torriccelli 点 的 性 质 . 
定理 1 设 点 已 是 人 4BC H Fermat 一 Torriccelli 点 ,三 边 为 
a,b,c, œ PA = u,PB = v,PC = w, WMA 


GQ) etvtwes Satbter (8) 
(ii) uv + vw + wu < (ab + be + ca); — 9 
Gii) u? +v + w? > La +B + ¢?), (10) 


证 明 Ci) 由 平均 值 不 等 式 ， 有 


| 2 
= Jut + uv + v >,/3 uty = v3 uw +0), 


同 理 a 之 Sw + w), 6 > Sw tw). 
atb+cS>V3(Cu+u+w). 
Al utvtw< V3 a+b +0). 


Gi) 注意 到 GI 4.5, 
248 


ab + bc + ca 24x 3A. 


Me a= g oe tve two, 


uv + vw + wu < = (ab + be + ca). 
Gi) ”注意 到 AABC 为 到 各 项 点 的 距离 的 平方 和 最 小 的 点 
是 AABC 的 重心 , 故 有 
u? + uv + w > (Sm + E + [Sm 
一 G +m; + mi). 
又 由 中 线 长 恒等式 
mi 十 mi 十 mi 一 (at 十 6 +c?) 


Al u? + o + w > = (a? + 6 +c). a 

定理 2 设 P 是 AABC 的 Fermat 一 Torriccelli 点 ,延长 AP, 
BP CP 分 别 交 对 边 于 4',B',C', 记 AA! = 2,BB' = y,CC' =z, 
则 有 

G) ztytz<v3s, (11) 

Gi) llla, (12) 
HP s = + (a 十 5 十 c) AABC HE. 

证 明 GD) ee Z APB = /CPA = 120°, 

AA PB = /A'PC = 60°. 
利用 角 平 分 线 长 公式 及 调和 平均 一 一 算术 平均 不 等 式 , 得 
UW 


PA' = are C0860" 一 J4 w < + + w). 


z=PA+PA' =ut+ 7 +w). 


同 理 y<v+ 4w +u), ewt Au +o). 
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atytexsrlut+tut+w). 
又 由 定理 1(), 即 得 


CO 


rtytez2g V3 @4ote) = V 35. 


2 
Gi) °° /3s(4 十 二 十 二 ) 
X y z 


>a+y+o G t+, 


i D 


144 Lio Y 


x 


Este 89 ,对 于 Fermat 一 Torriccelli 点 ,二 十 > 十 = 的 下 确 界 仍 


.3V3 
A. 


L 


顺便 指出 ,定理 1 中 ,由 (ii Gi) BAY IG) Gi) 已 是 较 精细 的 


不 等 式 , 进 一 步 , 我 们 提出 如 下 
和 猜想 ”证明 或 否定 
(u +u +t wY <ab -t be + ca. 
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关于 Fermat 点 的 几 个 不 等 式 的 证 明 


浙江 慈溪 市 浒 山中 学 RMR 
Moe RARE KEE 


近 几 年 来 , 文 [1 一 41] 给 出 了 关于 Fermat 点 的 一 系列 不 等 式 ， 
从 而 解决 了 涉及 三 角形 内 任意 一 点 到 三 顶点 距离 和 的 有 关 不 等 
A. 但 方法 各 蜡 且 不 够 简洁 , 今 给 出 统一 的 证 明 方 法 . 
引 理 1 在 八 ABC 中 ,a 之 5 之 c 且 4 世 120°.x、y.z 分 别 表 
示 Fermat 点 下 到 A、B.C 的 距离 , 则 
xsctyteDS Va’ + be. (1) 


证 明 z 十 y 十 z= 二 5 十 妇 十 人 十 4V3 A) 
一 5 (a +a? +2bccosA +2 V 3 bcsinA) 


=N a? 十 pccos4 + JV 3 dbcsinA 
= Va’? + 2bcsin( A + 30°). 


“60 L A<120°, ^ sin(A + 30°) > = 


从 而 不 等 式 (1) AV. L 
引 理 2 EAABCH,albSc. xz yz 分 别 表示 Fermat 
AFAA, BL CRIES. 4a’ < 3bc, Ml 


ZT 十 y 二 z 宇 2vVbcsin(8 + 30°), (2) 
30° 之 0 过 60°, 其 中 6 = arcsin ——. 
2 Vbc 


WEBA 由 at Cha’, 
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S38 


l . 
R >< < ， 30° <6 < 60°. 
= gin Aa [EG _ [@+b -0)(@ — +o) 
2 bc 4pc 
< < = sing, 
2 V pc 


HS 0 HAA BS < OB A < 20 
因此 90° < A + 30° < 26+ 30° < 150°, 
故 sin(A + 30°) sin(20 + 30°). 
于 是 有 xctytze= Va? + 2besin(A + 30°) 
> V4bcesin’?@ + 2bcsin (28 + 30°) 
= V2bc V1 一 cos20 十 sin(20 + 30°) 
= V2bc V1 — sin(90° + 24) 十 sin(20 + 30°) 
= V2bc V1 一 28in30°cos (60° + 20) 


= /2bcsin(30° + 0). LI 
SE 1 在 八 4BC 中 ,zx、y、z 分 别 表 示 Fermat 点 到 ALB, 

C 的 距离 , 则 
(r + y +z) > 4abc. (3) 


证 明 ARG ME, ia Zbc, MAS 60°. mMRA> 120°, 
则 
(£r + y +z)’ = (bte) = G+e0)64+ cP 
> a* 4bc = 4abc. 
如 果 4 < 120" ,不 等 式 (3) 可 加 强 为 
(c+ ytz) > abe. 
事实 上 
1° a? > 3bc, hill 
Tz 十 y 十 z 守 Va’? + be 
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_. l l la+ 
Ji e 


履 (xt y +z)’ > 2 X 3- Fatbact, 
HF = a > 3bc, at > 38b8c8, 
因此 (z+ y +z) > 


V3 
2 车 oz 和 3ic, 由 于 
rctyt2>2 Vbcsin( + 30°); 
a = 2 JSbcsiné, 
因此 ,只 要 证 明 
3 o 2sin8 
sin (8 + 30°) > ware 


sin@ + = cos8 


abc. 


3 


== sinl (sin? + cos?) 


oa 


3 
TARARES See 十 1) (其 中 t= tgo) 


[90° +9/32+9¢+ /3 > 16 + 162 
e7°—9/324+7%—-— /3 <0 
人 人 一 V3)(076 —-2/73t4+1) <0. 
“30° 0< 60°,..t-— /3 <0; 
7° 一 2 VY 3t 十 1 和 便 为 正 , 故 上 式 显然 成 立 . [| 
命题 2” |  AABC 中 ,zx、y、z 分 别 是 Fermat 4 F ALB, 
C 的 距离 , 则 
£+ ytz V2ab + 2be + 2ac— a® —B —c?. (4) 
证 明 不 妨 设 a Sb Sc. 
如 果 4>120", 那 么 zz 十 yy 十 z 王 5 十 ec 
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故 欲 证 (4), 只 需 证 

(b +c)? > 2ab + 2be + 2ac — a’? — b — Cc’, 
即 证 a? — 206+ cla + 2b’ + 2c° 20, 
Bik (@—b—c)?4+ G—c)’ 20, 


此 式 显 然 成 立 ; 

如 果 A< 120°, 

1” # a > 36e,Mrt+yte> Va: ++i, 
欲 证 (4), 只 需 证 


a + bec © 2ab + 2bc + 2ac — @ — bP — cè, 
ER HE 2a? 一 2a lb + c) +h +é — db 20 
Sa? — 2alb +c) + +c)? +a’ — 3b Zo 
(a — b — c) + a — 3bc 2 O0, 
此 式 显 然 成 立 . 
2 Fa’ < 3be, 
"* (da Vbc — a?) — (Cab + 2bc + 2ac — a’? — b — c’) 
= (b — c} — 2a(Vb — Vc? 
=(V¥b — ePi b + Vc)? — 2a], 
Me (4b + Sey S4 VE S4 ie = 4 a > 2a, 
3 V 3 
da /bc — a® > 2ab + 2be + 2ac — a’® — b ce’, 
故 欲 证 (4), 只 要 证 
2 /bcsin(@ + 30°) 之 V4eVpc — a’ 
= /8bcsin@ 一 4bcsin®6, 
即 证 sin(@+ 30°) > V2sin0 — sin’?@= /1 — (1 — sind)’ 
esin’ (ð + 30°) + (1 一 sin@)’ > 1, (5) 
"30° << 6 <= 60°,...cos(@ + 30°) 之 0， 
mM (5) 61 — sind 之 cos (0 + 30°) 
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& 1 > sind + sin(60° — @) 
= 2sin30°cos(@ — 30°) = cos(@ — 30°), 


WA RAR. 上 
在 文 L4] 中 ,给 出 了 Janous 不 等 式 
[P+ +S) Out +m) > (6) 
a C 2 
的 初等 证 明 . 
设 M 为 A4BC 的 重心 , 则 上 式 等 价 于 
[a+ 5 +E] (MA + MB + MC) > 5 (7) 
a C 
文 [1j 把 它 加 强 为 : 
命题 3 在 人 4BC 中 ,zx、y、z 分 别 表示 Fermat 点 Ff 到 ALB, 
C 的 距离 , 则 | 
(z 十 y 十 z)( 二 十 方 十 二 ) 之 5. 8) 


证 明 ” 陈 计 在 文 [4] 中 证 明了 不 等 式 
144 +i / Cab +2be Fiac a b Tes, (9) 


由 命题 2 ,得 
x+ y +z = V2ab + 2bc + 2ac — a’? — P — e, 


1 ] 
+ ¢tt}@tyt+o>5. 


因此 
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双 圆 ” 边 形 中 的 不 等 式 
浙江 镇 海 石化 总 厂 技 校 ” 钱 义 光 


如 果 一 个 多 边 形 既 有 外 接 圈 又 有 内 切 圆 , 则 称 此 多 边 形 为 双 
圆 多 边 形 . 对 于 双 圆 n 边 形 的 双 贺 半径 不 等 式 , 文 [1 一 2 已 作 了 
较 详细 的 讨论 . 本 文 试 图 对 双 圆 半径 及 圆心 距 间 的 不 等 式 作 些 探 
命题 1 设 Rr 分 别 为 三 角形 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 半径 ,a 为 
圆心 距 , 则 对 m 2 有 
R” => d” + 2"7”. 
证 明 XR rd 三 者 有 关系 式 
Re=a@'+2R+er 5 RÈR. 
从 而 有 R? Sd? + 2?r’. 
故 对 m > 2 A 
R” > (d’ + 4r)? > d" + 2"r". E 
注 记 ”命题 1 m = 1 的 情况 是 不 成 立 的 , 例 取 一 个 锐角 为 
3° 的 直角 三 角形 ,不 妨 取 斜 边 为 2, 这 时 R=1,,= (73 一 
1)/2,d = (V6 一 V2)/2, 显 然 有 
1<<(V6 一 V2)/2 十 2XCV3 —1)/2. 
命题 2 设 R.r 分 别 是 双 贺 四边形 的 外 接 贺 与 内 切 加 的 半 
Zd NACE. 则 对 知之 2 有 
R” 之 d” 十 2 
证 明 XR r d 有 著名 的 Fuss 公式 
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Ai 
(R — dY} 


— 4} 
~ Ë 


i 
T Riad 7 


从 而 有 + 之 ROR 
R? = d? + 2r’. 
于 是 ,对 mS 2, 有 
R” > (d? + 2r)? > d” + 22r". 
问题 ” 设 Rr 分别 是 双 圆 n 边 形 的 外 接 圆 与 内 切 贺 半 径 ,d 
为 圆心 距 . 求 使 下 趟 成 立 的 最 小 me 
R” > d" + rmsecn Z, 
4m = 2 时 ,证 明 见 [31. 
a>, tit FE 1990 年 还 提出 了 一 个 与 此 有 关 的 
猜想 R? > OG? 十 r’sec? =, 
其 中 O,G 分 别 为 双 贺 =” 边 形 的 外 心 与 重心 . 
类 似 于 本 文 的 指数 推广 问题 似乎 更 为 困难 . 
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猜想 不 等 式 尺 : > r’*sec® 一 一 十 TO? 的 证 明 


汕头 大 学 数学 所 LL # 


1990 年 , 陈 计 5 发 表 了 下 面 的 
猜想 Cnt Ree OMEGA R ASR FEAT. 
则 有 不 等 式 


R? > r’sec® 一 + IO. (1) 
1992 Œ , Henderson"?! 猜测 有 更 强 的 不 等 式 
R? > rRsec 一 +e, (2) 


其 中 4 = OI. 但 是 ,他 只 能 证 明 n = 3 5 n = 4 TRE. 若 (2) 成 
iW R > rsec 一 ,从 而 (1) 成 立 . 

本 文中 ,我 们 来 证 明 陈 计 的 猜想 不 等 式 (1). 

证 明 Pih n AE AA, A, 内 接 于 覆盖 圆 O. 否则 ,车 
A, AR EE Se Ls FER TA; 3% OO F A; , RIVA A; 代替 A; Wy n 边 
EA ANS R T. 

记 了 到 AA 的 距离 为 d;, 则 不 妨 取 r = min (4;). 

由 于 当 R Bd 固定 时 ,r 取 最 大 值 时 必 有 di = d: = … = d,, 
[否则 , Bed, = mind; < dis, 由 于 人 Ahir14:1 A >, SW 


ZA Ad =F sds 1 < TA; = d,,3 这 写 d: = mind, 矛盾 ), 所 以 我 们 


可 以 让 441 在 ©@O 上 沿 着 使 | ZA AT 一 T| 减少 的 方向 作 微小 
移动 ,但 保持 die > di 而 di 一 Asin ZA,, AT 在 移动 中 显然 增 
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大 . 这 样 ,我 们 最 多 作 一 1 次 上 述 步骤 即 可 使 mina ;增加 ,从 而 7 
WK] 因此 ,下 面 我 们 只 人 须 对 双 心 n 边 形 来 证 明 不 等 式 (1). 
mE, RIOÙ n WIG A, A, A, 
的 顶 角 之 半 为 & 边 4.4 上 的 中 点 
AB, WAAC, LAIO = Q, A. 
i = ] ,2 ,7 
考虑 有 问 线 段 CB,. 一 方面 
CB; = dcos(@ — @.), 
为 一 方面 
C:B; = $ (CA; — AmC) = Z (etg0, 一 ctgg4 


从 而 
2dcos(@ — 0) = r(ctgé, — ctgé..,), (3) 
i = 1,2, n. | 
在 AAO 中 ,74, = resch, , HR ERE 
2arcosg = r’°csch; — (R? — d?*)siné,. (4) 
现在 ,我 们 回 到 (3) R: 
一 (ctglb 一 ctg) 
= 2drsingsind, 十 2drcosmcosl 


2 J2 
= 2drsingsiné, + r’ctgé, 一 R d sin2ĝ;, 
即 
2drsingsinég, 
2 _ _f2 
-一 7 sin26, -一 一 ctgC 1; (5) 
注意 到 B -—Q>-r— (O; + 645), 
r (ctg; 一 ctg6,4,) = — 2drcos (Q41 + 1) 
— 2drsing.,,sind,, , 2Zdrcos@,,cosé., | 
R — d? 


-一 2drsing., sind, , , TT r’ctgé,, , 十 Sin20 , $ 


2 


BẸ 


2drsing, sind, , 4 
2 __ H? 
=x r*ctgé, 一 一 R d sin20 52 == 1,2, Ms (6) 


将 指标 i 换 为 i 一 1 得 
2drsingsind, 


2 
d $in2é., (6') 


= r’ctg6,_, 一 
与 (5) 比较 可 得 
CR? — d*)sin20, = r*(ctg8,_, + ctgé:.,), (7) 
[= 1,2,1 sn, KA 


(R? 一 a) > sin20 = 2r’ Setgp. (8) 


r=] 


由 于 6 为 锐角 ， >)0. =" “n, H sinz 在 (0,z) 上 是 四 函数， 


ctgz 在 | 0,— | Raa 所 以 由 Jensen 不 等 式 知 


> sin2b < nsin 4 — =, Syeta8, > nig 一 -一 
代入 (8) 式 得 
R? 一 d? > risec? PE C 
编者 注 ”上 述 证 明 是 作者 1992 年 9 月 来 信 中 给 出 的 . 
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四 面体 中 的 两 个 不 等 式 


湖南 伪 阳 师范 专科 学 校 AMR 


本 文 把 线段 比 转化 为 体积 之 比 ,从 而 巧妙 地 得 出 四 面体 中 的 


两 个 不 等 式 . 
定理 ” 设 P 是 四 面体 4 一 BCD 内 任意 一 点 ,AP、BP、CP、 
DP 分 别 交 面 BCD.CDA、DAB、ABC 于 A'、B',C' .D', 叉 设 
p= PA PBI, PA' PC. PA’ PD! , PB' PC! 
AA’ BB! 44 CC AA' DD BB’ CC' 
, PB PD’ | PC PD 
BB DD: CC’ Dp’ 


WT <5 MP ALF VA DO OR OA HREN IU NT 


>. 
4 
证 明 | ik Po mA P — BCD,P — CDA,P — DAB,P — ABC 
及 A BCD 的 体积 分 别 为 ViVa VV, 和 Vii V 一 Vi 十 V, 


十 V, 十 V.. 
因为 四 面体 己 一 BCD 与 4 一 BCD 共 底 面 和 BCD, 所 以 有 
PA’ V, 
AA’ V’ 
Dy ViVj+3 >) Wy, 
T= ISi 1<i< je 


iv 
SWVi+VitVi+VD+3 3) wy, 
1 
4V* 


人 
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= aV + Vi + VS + Vi + 2 Dy ViV) 
Sixt jd 


3 
2 = 2, 
= aV: +V: 十 Y +V.) p’ 


即 T<Š, 
当 且 仅 当 P 为 四 面体 重心 时 取 等 号 . 
当 P 位 于 中 截面 LMN 内 或 以 下 时 << 3V， 
V, +V, +V, >V (L.M, NASH ABAC AD HR) i 
4 P EFAN 4 一 BCD 四 个 中 截面 所 围 成 的 几何 体内 时 ， 
VV, + VV; + VV, = Vi. 
4S) VVV +V +V +V +2 >) VY, 


E ped lmii<t ymca 


= (V, +V, +V; +V) = V? 


Wh 1 l 
得 a Zao TD > 4?’ 
当 旦 仅 当 了 为 任 一 条 楼 的 中 点 时 取 等 号 . [ | 


1 1 1 
me pA. PBE | PA. PCY PA .PD PB PC 
1 1 
+ PR. Pp! © PC PD 
1 l 1 
AA’. BB’ AA’. C T AA DD 


1 1 
BB’ .CC + BB. DD 十 


= 4 


+ CO DD | 


参考 文献 
1] 硼 耀 宗 , 关 于 四 面体 的 一 个 不 等 式 《 中 学 教研 并 数学 版 ),1994 年 第 7 
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再 论 四 面体 的 一 个 猜想 


湖南 教育 学 院 数学 系 Bde 
中 国 科技 大 学 数学 系 TRA 
湖南 省 长 沙市 第 一 中 学 Bot 


it DY fH KA, A, AA, 的 外 接 球 半径 与 内 切 球 半径 分 别 为 尺 .， 
A,A,A;A, 内 任 一 点 已 到 面 A,A,A,,A,4;A,,A4;4,A4,.4,A2A; AB 
离 分 别 为 di,d;,d;,d,, 刘 健在 文 Ll1j 中 猜测 成 立 如 下 不 等 式 : 
atatpeteeyat pel 
我 们 在 文 L2j] 中 证 明了 刘 健 的 上 述 猜 想 是 不 成 立 的 ,并 提出 
CEE BIE PEE BO, DPS 


1 9 
ata +o at ge? a+ Re}: (1) 


最 近 我 们 在 文 [ 的 启发 下 ,利用 文 L3j 的 结果 ,证 明了 不 等 
式 (1), 从 而 完善 了 对 刘 健 猜想 的 讨论 . 

定理 RUE AAAA 的 外 接 球 半径 与 内 切 球 半径 分 别 
为 Ryr,A\A,A,A, 内 一 点 PP 到 面 444, AAA AAA, 
A, A.A, 的 ERAN 为 d dy dz yd, 5M 


] ] 9 


re 
sesh ap ALA, A, 为 正四 面体 且 P 为 其 中 心 时 成 立 . 
为 证 定理 , 需 用 到 [L3] 中 建立 的 
引 理 ” 设 四 面体 4,4,4;4, 的 体积 为 V ,各 侧面 A,A,A,， 
A,A,A,,A,A,A,, AAA; 的 面积 分 别 为 S,,S,,S;,S,, 则 
(Si HS: HS HS — 2083+ 53+ 53+ S82) >18 Y3V3, 
当 AAAA 是 正四 面体 时 等 号 成 立 . 


下 面 古 定理 的 证 明 : 
设 四 面体 PA,A,A, ‚PAAA, »PA,A,A, ‚PA AA; 的 体积 分 


4 

BNA Vi5V25V35V,, J V = > ,TV 这 时 
i=] 

nl _1/< LoS? 

an ol 2M) Da] 


_1 aS V; V; 
= 5 [ > V?) | 之， a 十 2 D (ys + yis? 
4 | DO ViV 
+22 iz |S?]= 2, + 22, + 22). (2) 
i=] V. 
由 Cauchy 不 等 式 知 


4 4 S? 4 ; 
由 算术 一 几何 平均 值 不 等 式 知 
Q 过 2 >》 SS, 


1s 和 < jj 


4 3 y? t 4 J 4 
“>=: “IS:>12, /TIs; = 12 7 Ts， 
i=] y? t=] r=] 
骨 根 据 引 理 和 已 知 的 结果 六 ， 
1 1s;> 33| a vi, (3) 


H (2) 便 得 
i l l f 2 ~ 
V? . = 之 一 5, A N SaS, s _ l 
H a> oll US)" +4 X ss, +24 fiis, 
i=] 


] 2 2 
= 一 S) + 2{ XS) — -J 
+ 
i=] 
> g2 DS)? + 18 VIVE + 24 x st (3) ,v4 
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pia. 


= = [2 ys +72 Y3Vi], 


t=] 


(DS) — 
> : 1 2 i=] 8 4 3 
所 以 UE” 9 y? 十 ye 
AE BAA AR 
] 4 
V = 36 Q Sor, 
873 n 
YS * 
由 (4) 便 得 
1 2 | 83 X9 
= 之 一 -一 2 一 
ar INT (8 V 3 NFR? 


(4) 


(5) 


] 9 
ot eh: 


还 需 指出 (3),(5) RSS HAY A ALAS A, IE MA H RB A SR 
合 上 面 的 论证 便 知 定理 中 的 不 等 式 当 且 仅 当 A AAA, 为 正四 面 


体 且 己 为 其 中 心 时 等 号 成立, 定理 证 毕 . 


| 


最 后 , 取 P 为 四 面体 AA,A,A, 的 内 心 ， 由 定理 便 得 E* 中 的 
Euler 不 等 式 R > 3r, 因 此 定理 可 看 作 是 Euler 不 等 式 的 一 种 推 


广 . 
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福建 省 南平 市 第 一 中 学 RRS 


已 知人 4BcC 的 三 边 分 别 为 a.5b、c ,相应 的 角 分 别 为 «<.B、Y, 分 
m A BC 向 形 外 (或 形 内 ) FAR AA’. BB’ CC ,它们 分 别 与 
AB.BC.CA 均 成 9 的 夹 角 , 所 作 三 条 直线 相交 于 A BC’ OnE 
1) ,以 下 我 们 研究 AA’ BC 的 一 些 性 质 . 

1. 设 在 AABC 外 上 分 
别 与 CA、AB、BC 所 张 的 角 
Sy WA BLY 的 圆 分 别 为 
CC.C FE AA'AC 中 ,由 


外 角 定 理 得 
ZA! = LB'AC— ZA'CA ,; 
= (@+ 0) — 0 = a, 


同 理 “B' = 8 人 4BC o™AABC. 图 1 

这 样 一 来 , 凡 按 本 文 开头 所 说 的 方法 作出 的 AA BC 之 顶点 
A'、B'.C' 都 分 别 在 圆 Ci CC E. eZ at AE ARB EC, .C, F 
A'.B', A BBS A'CHRTC’ A ZB AB=0,4C,.C, HAE, 
我 们 可 以 得 到 ZA’ = a ZB = P, 7CBC* = 0, HM LA 
ABC A =Y, Z A'CA = 6. AWC € Cs3( 我 们 仍 用 C iC"). 
于 是 过 A 点 任 做 A'B' 分 别 交 Ci、Cs, 于 4A'、B' ,那么 B'B、A'C 必 相 
ZF C; 上 的 一 点 C' , 目 ZB'AB = /A'CA = /C'BC = 86. 

综 上 所 述 , 按 本 文 开 头 所 说 的 方法 作出 的 人 A4' BC 有 

性 质 1 人 4'BC' ~ 人 和信 4BC, 且 4'、B'.C' 的 轨迹 分 别 是 加 
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C, C; C3. 


2. TE AA = xz, AB' 一 工 ， 由 正弦 定理 得 zx = bsing 


t 


sina’? 
SnO HF A4'BC' o A4BC , 设 其 相似 比 为 天 (2) ,于 是 


XTX 二 x _ bsind , sin(P + 4) 
KYW) = c csina sing’ 
b ] 
A -m +. — 
~ csina > Sing n, Wt} 
K (0) 


= msing + nsin(B + 0) = (m + ncosf)sind + nsinpcosd 
= y (m + ncosf)? + (nsin£)*sin(é + p) 
= Vm’ + 2mncosp + n’sin 0 + p), 
nsing ME ak 
其 中 tg? = m + ncosf” 由 myn 之 值 , 我 们 进 步 得 到 


nsinp 


tgp = — "SP _ 1 L- csinasinp 
m + ncosp b cosh  bsinf + csinacosB 
csina + sinf 
sinasinBsin7 


_ _ 2sinasinfsiny 
sin’?8 + sinasinYcosB — sin’a + sin20 + sin’Y’ 


m? + 2mncosB + n = (2 十 2bcosp 


1 


csina csinasinB — sin’B 
sin* 8 4 2sinf (sin*a 十 Sin27 — sin’) 1 
sin’asin?Y sinasinBsinyY + 2sinasinyY sin’ 8 
_ l 1 
sine  sin?f  sin’Y’ 
于 是 我 们 得 到 
性 质 2 KO =, l 


i . | 
oog sintB T my O + P> (1) 
too = 2sinasinpsiny 
8? = sin’a + sin?’ f + sin?’ 
3. 当 AABC 给 定时 ,由 性 质 2 可 知 p WEEE E. 


(1) 40+ p= 0,8 0 =— pt}, KC H = 0, 也 就 是 说 按 本 
文 开 头 所 说 的 方式 作出 的 人 A 人 42BC' (此 时 实际 的 作法 是 过 4.B8、C 


(2) 
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分 别 向 三 角形 的 形 内 作 
与 相应 的 边 成 9 的 夹 角 》 
[1j、[2j 可知 ,这 个 点 MM 
BDA AABC Hy — eE 
罗 卡 点 . 于 是 有 

性 质 3 40=—¢ 
时 AA'B'C 缩 为 一 个 
WERA. 


(2) 当 0 十 罗 一 六， 


Al @ = > 一 off, HC) 
A FY 1, FR AR CFR SK By 


说 的 方式 作出 的 
AA' BC 是 所 有 这 些 三 


BL 


( 2 


角形 中 面积 最 大 的 一 个 ,于 是 得 到 


性 质 4 maxs aare 一 


顺便 指出 , 当 A4BC 的 一 个 勃 罗 卡 点 M 作出 后 ,过 4 点 作 
AB | AM,A'B' 分 别 交 图 CC 于 4'、B' ,日 BB' 与 A'C' 相交 


sin’a 


sin’B sin’7 


] 1 


DAABC: 


FC ,那么 A4 BC 即 为 性 质 4 所 描述 的 三 角形 ( 见 图 2). 


1] 黄 书 绅 , 关 于 三 角形 中 的 一 个 特殊 点 必 《数学 通报 》,1994 年 第 2 期 ,24 


—~ 25. 


(2) WEE BPE AN -THBAD.CMSMR), 1993 年 第 3 期 ,23 一 


24. 
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三 角形 中 的 一 个 几何 点 集 
陕西 咸阳 电力 技校 EF 


本 文 分 析 了 三 角形 中 的 一 个 几何 点 集 问 题 ,发 现在 三 角形 中 
存在 一 个 曲 边 三 角形 点 集 , 过 此 曲 边 三 角形 内 部 每 一 点 ,可 作 三 条 
线段 平分 三 角形 的 周 长 ; 过 此 曲 边 三 角形 边界 上 每 一 点 可 作 两 条 ，; 
过 此 曲 边 三 角形 之 外 每 点 可 作 一 条 ,文中 给 出 了 所 求 线段 的 公式 . 
根据 公式 即 可 用 直 尺 圆规 作出 所 求 的 线段 . 

这 里 ,我 们 用 (4B) 表示 不 含 两 端点 的 线段 A4B, (AB) 表示 为 
不 含 端点 A AS St B 的 线段 AB. 

5| 理 1 如 图 1, 如 果 AA,, BB, 平分 AABC 之 周 长 , 那 么 连 
接 CC 并 延长 与 4B XFC HRB CC, 亦 平分 AABC 之 周 长 . 


图 1 图 2 


设 三 角形 上 已 知 点 已 不 在 点 G 上 ,过 G 点 且 平 分 三 角形 之 周 
KRRB AA, BB, CO 分 三 角形 为 六 个 小 三 角形 (如 图 1) ,对 于 
所 讨论 的 问题 ,此 六 个 小 三 角形 地 位 完全 平等 ,不 妨 设 P 位 于 
AGC,B 中 . 

it MN, Wit P RAG AC ZF N, 点 与 4B 交 于 M, 点 且 平分 
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A4BC 之 周 长 的 线段 (如 图 2), 过 P 作 QPQi / AB ACK FQ 
点 ,与 BB, ZTF 点 ,于 是 
PQ _ QNo _ AN, — AQ py am, — PQ AN. 


AM, AN, AN, AN, — AQ’ 
又 AM, + AN, =t (4 AABC 之 半 周 长 )， 
PQ- AN, 


所 以 AN, — AQ? “No = #. 


整理 得 到 关于 AN, 的 一 元 二 次 方程 : 
AN} — (AQ — PQ +t) AN, +t+AQ= 0， 
解 此 方程 得 


— AQ — PQ +t) + VCAQ -PQA 十 — 44 + AQ 
> . 


AN, (1) 


反之 ,把 上 面 的 步骤 倒 推 , 易 见 由 (1) 所 确定 的 点 No 满足 AM, 
+ AN, =1,M AN, 还 须 满足 条 件 ; 
t— AB = AB, < AN,<AC, 
即 2t—2.AB<(AQ— PQ +t) 
+ VAQ- PAFA —46°-AQ<2-AC, (2) 
2 —2+AB< (AQ — PQ + t) 


— J/(AQ — PQ +1)? — 4t- AQ < 2+ AC. (3) 


Da AR L onan AQ 
利用 等 式 EQ = 0- GO E AC) RRI Ap 


“AB ,将 不 等 式 (2) 化 简 为 

EQ < PQ < QQ. 
ALA, 24 P E ACBG 中 (天 G) 时 不 等 式 (2) 水 远 成 立 . 即 (1) 式 
对 应 的 根 号 前 为 加 号 的 AN, 永远 是 所 需求 的 解 . 


二 一 _ QQ e = _ 88, a 一 一 
利用 等 式 AQ = (1 4p? 4B. = A — GR): AB) 


将 不 等 式 (3) 化 简 为 
QQ < PQ,BI P =Q, GB E. 
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(AQ 一 PQ +4 tè — 4t 4Q>0 时 ,由 (3) 知 
AQ —PQ 一 上 +2 » AB >0,HQQ, <AQ +2 .+ AB 一 上 
7 AQ 
把 QQ, = ABG 一 = AR? 代入 得 


AQ > SSAB 


一 AB 
所 以 BQ, >'—*=. BB.. tE BB, EIUS B, tt BB, 一 “一 


° BB, , Wl BQ, > BB, , Bf P Æ(GB,) 中 ， 
反之 , 因 AQ BY RK ax OE By P = Q) 
f(AQ) = (AQ — PQ + t)’ — 4t + AQ 


t 2 
opg A — 2 + AB 


(024 AQ = SAS” 时 有 最 小 值 0, 此 时 BQ, = 4E . BB, = 


BB,, 故 当 P =Q ,位 于 (CB 中 时 f(AQ) > 0, 即 
(AQ — PQ + tY — 4t-AQ> 0. 
所 以 AN。 有 两 解 的 充 要 条 件 为 P 在 (GB。) 上 ,由 此 得 


引 理 2 在 线段 BB, 上 取 点 B, 使 BB, 一 < 一 < 
位 于 (GB,) 中 时 ,过 已 点 存在 两 条 线段 与 (4B),(4C] 相交 且 平 分 
AABC 之 周 长 ; 过 GC1B 的 其 它 (不 等 于 G) 的 点 存在 一 条 . 

由 (1) 知 , 引 理 2 中 的 线段 可 用 圆规 直 尺 作出 ,作法 是 初等 的 ， 
故 略 去 

如 图 3 类 似 于 引 理 2 的 讨论 可 求 出 过 已 点 且 与 AB, BC 相交 
线段 MoN。. 与 (BC) 所 截 线 段 BN。 为 


(BQ —PQ +t) +V (BQ —PQ +t)’ —4t + BQ 
9 | 


e BB, P 


BN, = 
H. BN 满足 不 等 式 
t — AB = A,B S BN, S BC. (5) 
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» (4) 


i 


利用 等 式 BQ 一 | 1 一 cj "BC 可 将 不 等 式 (5) 化 简 为 QQ< 


PQ H QE < PQ ,所 以 不 等 式 (5) ABIL, BN, 不 存在 . 

引 理 3 若 过 PP 点 的 线段 MN 与 (4B),(BC) 相交 , 则 MN 不 
能 等 分 AABC 之 周 长 . 

如 图 4, 同 样 可 求 得 过 尸 点 且 与 AC、BC 相交 的 线段 MIN, 在 
BC 上 所 截 线段 CN 为 


— (CO —PQ +D 4 CO 
CN, =C -PR +) + Co PQ +t)" —4t + CQ” (6) 


W (CQ 一 PQ +1)? — 4t-CQ 二 0 时 ,CN 不 存在 ; (CQ 一 PQ 十 
t) — åt “ (CQ 二 0 时 CN。 存在 的 条 件 为 : 
t — AC = AC < CN, < BC. (7) 


=(1—-©8).@- -0-2 
利用 等 式 EQ= (1 — FR) -AORE 0-H) 


* BC 可 将 不 等 式 (7) 化 简 为 EQ < PQ,0,0 < PQ. 
所 以 点 己 在 ACiCB 中 时 不 等 式 (7) 永远 成 立 , 故 CN 存在 的 
条 件 为 


(CQ — PQ +4 — 4t -CQ >O 
(等 号 成 立时 CN, 仅 有 一 解 ,不 等 号 成 立时 CN, 有 两 解 ). 
而 满足 (CQ 一 PR +t — 4t e CQ = 0 的 点 P 的 集合 是 一 段 
EGR AS BB, 相 切 . (关于 本 的 结构 见 后 文 ) 
引 理 4 过 本 下 方 任意 点 ,没有 平分 AABC 周 长 且 与 C4C] 
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Al (BC) 相交 的 线段 ;过 全 上 任意 点 ,有 一 条 平分 八 ABC 周 长 且 与 
CAC] 和 (BC) 相交 的 线段 ;过 全 上 方 任意 点 有 两 条 平分 AABC jil 
长 且 与 (4Cj], (BC) 相交 的 线段 . 

如 图 5 过 4。,Bo,Ce 作 引 理 4 中 的 抛物 线 ,组 成 一 曲 边 三 角形 


ABoCo, HAP: 
AA tt BB t "CQ, ¢t ` 


总 结 引 理 1 一 一 引 理 4 可 得 如 下 

定理 ”过 曲 边 三 角形 内 任意 一 点 存在 三 条 线段 平分 AABC 
的 周 长 , 过 曲 边 三 角形 上 任意 一 点 存在 两 条 ,过 八 4BC 其 余 点 存 
在 一 条 . 


C 


图 5 图 6 
下 面 讨 论 卫 的 结构 . 如 图 6, 以 C 为 坐标 原点 ,人 C 的 平分 线 
为 工 轴 正 各 建立 尝 标 系 , 设 A(bcos9, 一 bsin@), B(acosé,asin@) (6 


= 5 ZACB) P2090) sit P HE PQ // BC HX AC 于 Q, 于 是 可 
得 到 PQ 所 在 的 直线 方程 为 


Y 一 yo = tgr 一 Xo), (8) 
AC 所 在 的 直线 方程 为 
y =— até. (9) 


把 (9) FLA C8) MRR OQ 点 的 坐标 为 
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人 


Xe = zo 一 工 wctggb， 


2 2 
1 
JQ 一 一 5zxotgO 十 y yo 
于 是 

CQ| = SCzotgg — y), 
PQ| = Ef (rotgl + y), 
ICQI — |PQ| = (zotg0 一 yo) 一 Saat + yo) 

= 一 y,cscé. 


所 以 ,由 (CQ| 一 |PQ| +2)? 一 4。|CQ 48 

过 一 wcscg)2 一 全。 方 cscb(zotgb — y), 
化 简 整 理 得 

y% = 2tsinftgð (z, — >tcosð), 
Bl P(z.») 的 轨迹 是 上 面 抛物 线 之 一 段 , 即 为 工 


274 


一 个 轨迹 问题 


江苏 省 如 东 县 中 学 Hae 


问题 “长 轴 平 行 于 人 A4BC(4C 尖 BBC) 的 边 4B 的 人 4BC 的 
所 有 内 切 椭 圆 和 旁 切 椭圆 的 中 心 轨迹 是 同一 双 曲 线 的 四 段 弧 , 并 
H. AB WAPA AB 边 上 高 线 的 中 点 以 及 人 A4BC KH ADA 
都 在 这 个 双 曲 线 上 .” 


本 文 给 出 这 个 轨 
迹 问题 的 证 明 . 

如 图 ,在 AABC 
所 在 平面 a 内 以 AB 
了 7 边 所 在 直线 为 x+ Bh, 
AB JAR PEA AW y 
轴 ,建立 直角 坐标 系 . 
并 记 AABC 的 顶点 
坐标 是 A( a,0), 
B(a,0),C&,h), 3X 
HAR b >o. 

A a [oa] PJ h aA 
过 平行 投影 得 到 , 故 
考虑 过 点 C PRR | a, fel LER AC RA, B,C 的 平面 是 
,有 上 且 8 与 cx 成 角 0(00" 委 0 一 909). 在 8 内 作 C | ABFD,4CD, 
则 ZC’ PC = 0. HE p AER Oy | Oz, 建 立 直 角 坐 标 系 Oy ， 
其 中 人 和 任 一 点 的 坐标 记 为 (Xz,y ), 显 然 y = y/cosé. 
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于 是 可 求 得 直线 AC’ las 


直线 BC 的 方程 是 
hx ， ah 
cosh (6—a)y 一 cosO | = 0. 


BW AABC' 的 内 切 圆 圆心 是 Tv ZARIAD NET, ， 
Ta ,Te (如 图 ). 现在 把 这 四 点 统一 EA T (x,y ), 则 有 


hx 
y! = 4 cos@ ~ OF DY + os cos? D 
at (b +a) 
cCOS20O 
和 
ha ah 
y 一 十 cod COO ot © 
ar + (6 — ay! 


这 里 山 和 @ 右 端 的 符号 有 四 种 措 配 方式 ,分 别 对 应 于 To, 
Ta Te Tc 所 应 满足 的 几何 条 件 . 

设 To ,TA Ta Tc 在 a 中 的 射影 分 别 是 To,T4,Ts,Tc, 则 
谍 们 分 别 是 A4BC 的 长 轴 平 行 于 AB 边 的 内 切 椭 贺 和 旁 切 椭圆 
的 中 心 ,现在 把 它们 统一 记 为 T(r,y). 易 见 ,点 工 随 着 0 的 变化 而 
运动 . 

将 y = y/cosh 代入 © A @, WB 

-2 tO +a)? =| $5 一 人 二 02 +5] © 


cos E cos cos@ 


y k 2 hx (—a)y oah 
cosl N cos?4 +O —a) =| cos@ 25|. D 


E @ 和 O 两边 分 别 乘 以 cosb, 然 后 两 边 平方 后 相 减 , 即 得 
4aby’ = [ha — (6+ a)y + ah? 
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— [hx — (b — a)y — ah|’, 
整理 得 
(TX 二 DD(y—h)=— bh. (5) 

此 即 点 了 的 轨迹 方程 . 它 表 示 中 心 在 点 (一 6,h) ,新近 线 平行 
于 坐标 轴 的 双 曲 线 . 但 是 T 的 轨迹 仅 是 此 双 曲 线 的 四 段 弧 . 

我 们 考虑 两 种 极端 情形 . 首先 当 C’' 与 C 重合 时 ,所 论 的 点 即 
为 人 ABC 的 内 心 和 三 个 劳 心 . 而 当 CC’ 一 十 ce 时 ,可 以 认为 AC 
XW BC' VCC' ,于 是 4C' 上 au, BC’ | a, 此 时 To 和 Te 在 a 中 的 射 
影 是 边 AB 的 中 点 0; 但 Ts4' ,Ts' 在 < 中 的 射影 了 ,Ts 却 趋向 无 穷 
we, Ae AR y= A H. 

根据 以 上 分 析 ,在 Oy 平面 内 ,点 了 的 轨迹 是 双 曲 线 © 的 四 
Boo. 其 中 To AY BL h AD 1o 到 边 ABA HA O( 不 包括 点 O) 
BMT. M T: HOMES MSD I, 和 六 出 发 并 向 直线 y 
= h SPORE A Be T. 的 轨迹 是 连结 旁 心 1 与 边 4B 的 
中 点 O( 不 包括 点 O) 的 一 段 弧 . 

BRS Oslo la IIc 都 在 双 曲 线 回 上 之 外 ,显然 点 MO, 


D) 的 坐标 亦 适 合 回 , 即 A4BC 的 AB 边 上 高 线 的 中 点 也 在 双 曲 


线 ©) E. 
形 如 O 的 双 曲 线 只 须 两 个 独立 条 件 便 可 确定 ,我 们 证 明了 有 
六 个 特殊 点 在 它 上 面 ,应 当 说 是 较 强 的 结论 . 

至 此 ,本 文 开头 提出 的 问题 得 到 了 完全 的 证 明 . 
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边 形 的 顶点 三 角形 | nj 
浙江 富阳 中 学 HRT 


MLL) 探讨 了 单位 面积 的 平面 凸 图 形 内 任 给 允 个 点 ,以 这 些 
点 为 顶点 组 成 的 C 闪 三 角形 中 ,它们 的 面积 的 最 小 值 , 获 得 了 两 结 
果 : 

1. EVAR APR AAR na 之 6) 个 点 ,这 些 点 组 
成 的 三 角形 中 ,至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 <=. 

2 单位 面积 的 平面 止 图 形 内 任 给 nía 之 10) 个 点 ,这 些 点 
组 成 的 三 角形 中 ,至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 < 

本 文 将 对 上 述 问 题 的 特殊 情况 :单位 面积 的 凸 n 边 形 的 顶点 
组 成 的 三 角形 中 ,它们 面积 的 最 小 值 , 作 些 探讨 并 建立 两 个 有 意思 
的 结果 . 

定理 1 由 古 % 边 形 的 顶点 组 成 的 三 角形 中 ,面积 最 小 的 三 
角形 只 能 是 边 三 角形 . 

证 明 4n = 3.4 时 显然 . A n>a, OWA. 

(1) 三 角形 恰 有 一 条 边 是 上 n 边 形 A, A, Az***A,_; 的 边 . 不 妨 
设 此 边 为 AA ,如 图 1. 设 A, EF AA, 距离 最 远 的 n 边 形 的 一 顶 
B44 2<i1SkW MA. AL, 有 可 能 在 同一 水 平 线 上 , 除 此 情 
况 之 外 ,4， WTE Ai 的 上 方 . 否则 » A Wty ft A; DE A,. ] 上 方 的 最 
小 的 i, 则 线段 A, 4; _; 将 在 此 凸 n 边 形 之 外 了 ,这 与 它 的 是 性 矛 
E. eB A, Rim iy BR AA 可 能 在 同一 水 平 线 上 外 ， 
Ay... BE A ED. Al , 4 n > A XE 1,2 二 i 二 n 一 1, 必 有 
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A, 
0 1 2 -1 


AN 
> min {S Aaa, A, OAM A,A, "TIO AA, 1404) }. 4 NG 
GD ZAW TAE Awe: _ 
A.A, A, A, 的 边 . 不 妨 设 此 三 角形 为 
AA AA; 如 图 2. 此 时 ,考虑 凸 多 边 形 
AA Ar A A AA AA; te BO 
AA AKG SWB HW, AW A: 


O AAAA, > mim {DO A 404,4, SI AA AA, ytty 


D AAAA, > min{S a4 A.A DI AAA A ; 


S Aa, 14;A0 SAA ASA, } 9 


而 上 式 右 边 花 括号 内 用 到 的 诸 三 角形 至 
少 有 一 边 为 原来 加 x 边 形 的 边 ,从 而 再 
fe i) 即 可 得 


OD AA,A;A; > min UD AAAA, rÔ AAAA, 9 


机 sSNA AA, } + = 
定理 2 用 P, 表示 一 个 单位 面积 
Wh n 边 形 ,f(P,) 表示 它 的 顶点 三 角 
形 的 最 小 面积 ,再 记 P, 全 体 所 成 的 集 为 @,. 如 果 对 任 一 给 定 的 已 ,， 
当 其 个 边 三 角形 面积 不 全 相等 时 ,那么 必 成 了 
LP) <= sup f(P,). 


证 明 ”由 定理 1, 面 积 等 于 f(P,) 的 一 是 是 边 三 角形 , 现 对 此 
种 三 角形 个 数 (1 Sk Sn — 1) 用 数学 归纳 法 . 

G)4k= 1AM Ren I AA AL A, 面积 最 小 
的 三 角形 为 AAA A, WME 3. EAA 延长 线 上 取 与 A 邻近 的 
A ma 38 A,’ A, at A EAA // Al Ar XAA, FAE A'A 
X AA, F PAA, 于 QQ. 因 四 边 形 ALA, ALA, 为 神 形 或 平行 四 边 
形 ， 故 S AAA P = S AAA, P ,这样 Fe (Ar Fe h n 边 形 两 顶点 A A, 
相应 变 为 4 ,Az ,就 得 到 男 一 个 也 是 单位 面积 的 凸 n 边 形 
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A.A, A,’ 4 t An: WHA Pl 
N DAAA A, > S AAA Ia 
-一 Ó eA, PO 十 DAAA P 
— 中 四 边 形 4 4 Pe 十 SAA,A,'P 
> SAA A,A,? 


0 1 2 


Se= S AALA A, 一 S aaa a 如果 
让 4， 充 分 趋 近 于 A ,就 能 使 正 
数 e 丘 够 小 ,而 因 A 、4: 变 为 4 、 
A,’ 后 ,与 AAA, A, 相 邻 的 两 边 
三 角形 八 4,_14641, 人 入 414,4; 面 
积 变化 也 足够 小 , 其 它 边 三 角形 显然 不 变 . 因此 , 还 能 使 
AAAA KAP, 的 边 三 角形 中 面积 最 小 者 , 据 定 理 1, A 
SP.) = S AAA A ,从 而 
FCP) < SPS sup J (P,). 

(ii) RREI Sk-1 Sk <n — 1) 的 数 成 立 , 往 证 的 
情形 . 

如 有 果 在 这 中 个 具有 最 小 面积 的 边 三 角形 中 存在 人 4.4,4:, 与 
它 相 邻 的 两 边 三 角形 的 面积 都 大 于 它 的 面积 .那么 , 照 (i) 的 处 理 ， 
AH if hon 边 形 AAA A, BAM n HH 
Aj A,’ Az Aj’ An Ja, HR E = S haara, 一 SeAa44 ER) » BL AE 
使 男 & 一 1 个 最 小 面积 的 边 三 角形 ,在 变动 后 , 仍 为 P, 的 边 三 角 
形 中 仅 有 的 面积 最 小 者 , 据 定理 1, 已 恰 有 此 上 一 1 个 最 小 面积 的 
三 角形 ,由 归纳 假设 ,结论 成 立 . | 

如 采 这 有 个 具有 最 小 面积 的 边 三 角形 ,都 是 两 两 相 邻 出 现 . 因 
天 2, 故 必 存在 一 个 三 角形 如 AAA A, SEAR A= Ae 
中 , 仅 有 一 个 与 其 等 面积 ,如 图 3, 不 妨 设 SAA, A,A, = Saaaa, = 
Sasaya: 那么 , 仍 照 (i) 的 处 理 , 将 P, 变 为 P,， 易 见 Sa4 aa > 
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>A4_ia4y AG, RE © Ey, B RE TE BS Be “DT FA — FP 
AAA, Az, AA, AoA; 面积 变 大 ,并 使 另 & 一 2 个 最 小 面积 边 三 角 
形 仍 为 P. 的 最 小 面积 三 角形 ,日 使 P, 的 最 小 面积 三 角形 仅 此 k 
一 2 个 .由 归纳 假设 ,结论 成 立 . E 

最 后 ,根据 定理 1 和 定理 2, 为 求 p; 的 值 ,我 们 提出 如 下 两 个 间 
题 . 

dS: 边 三 角形 面积 相等 的 西边 形 , 它 的 面积 与 边 三 角 
形 面积 之 间 存 在 怎样 的 关系 ? 

问题 2 ”如 果 单 位 凸 4 边 形 边 三 角形 面积 相等 ,那么 是 否 当 
ith n 边 形 为 仿 射 正 % 边 形 时 , 边 三 角形 面积 最 大 ? 即 


O, = 4 sin? 一 
n n 


是 否 能 成 立 ? 
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TLE 
POE pa A. 2H A FA PR 


上 上海 市 杨浦 区 教育 学 院 RH 


(一 ) 实数 工 的 取 整 函数 与 三 角 消 数 
函数 [zj 表示 不 大 于 实数 z 的 最 大 整数 ,也 称 x 的 整数 部 分 . 
污 它 有 关 的 函数 (z} 表示 工 的 小 数 部 分 ,显然 有 
x = [z] + {z}, 0S {r} <1. 
PRR {x } ee Feed A 1 AS J Be 2 i J PE At — Fy A eS 
重要 性 质 , 所 以 函数 {(z) = PR BL] RB A KAR. 下 面 我 
们 来 寻找 这 种 联系 . 设 


fz) ° (x € Z) 
a i = 
arectg(ctgrz) (x & Z). 


我 们 将 证 明 , 对 于 任何 x E KR, 有 f(z) = {x}. 
1. 当 z EZ 时 ,显然 有 {z} = 0, 所 以 f(z) = (ah. 
2. My a & Z mh, h FE 的 周期 是 1,{z) 的 周期 也 


是 1, 所 以 只 要 在 (0,1) bie) 一 {x) 就 可 以 了 .由 
FOr <1, A {r} = x, mEt O< ar< ar, FE 


arcctg (ctenrz) RX ,1 -arcctg (ctgrz ) 
ae = 一 = 2, RUA ~ STT? 一 ix}, 


由 此 可 知 ,对 一 切 x € R, 有 f(x) = (x). 由 于 x = [x] 十 


(r & Z). 


(1) 式 就 是 取 整 函数 [zj] 与 三 角 函 数 的 关系 ,特别 是 当 工 是 有 
理 数 时 ,[zj = eh BOR AE AR A. 


(二 ) A BEB) DC RR —. FA PR BUEN OR A 


i ~ (T.E Z) 
[x] = — arcctg (ctg7z ) C1) 
1 


4 2 € QM x = myn © Zim > 0, (msn) = 1. FER 


们 先 研 究 当 m 一 2 时 ,[ 二 ] 与 三 角 函 数 的 关系 . 
“4m = 2 时 ,容易 证 明 


n) an — 1+ (~ I" 
IF 4 (2) 
HFC 1)" = cosnm = sin 1a, PRD (2) set AB EEE K 


2 
数 与 三 角 函 数 的 关系 . 为 了 研究 对 一 般 的 m 之 2,[ 一 ] 与 三 角 函 数 
的 关系 ,我 们 引进 以 下 几 个 三 角 恒 等 式 : 
l. Djcos(a + G — 1)8) 


sin tat tit = De gin 24 F 4 
. B ? 
?sin p 


证 明 °” 2sin E cos(a + @—1)P) 


a+[i— 5) A) —sin 


+ 一 站 


= sin 
2 


.2SIn 5 Dcos (a + (7 — 1)8) 
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加 i 7 1 7 = 7 3 
= 2,sin a+ [i z |P) 24sin “十 | z |e 
一 之 jsin a + | 一 +2] — > sin| a + f 一 去 |8| 
= sin| a -+ n— |B) — sin a— +2 
2 2 | 
两 边 除 以 ?sin 上 ,就 得 (3) Th. 
FEI B= a AT, (3) 式 就 变 为 HO 
. 2n + 1 
rt sin -z T 1 
X cosia = ] 一 也 (4) 
=l 2sin o° 
当 B= 二 2a 时,(3) 式 就 变 为 
. __ sin2na 
200s (2i T Da = 2sina ` (9) 
2. Wr,ssm € Nyr<im,s<m, We 
s sin ZE in -r sin ast lix 
7 十 2) 一 一 一 一 一 s 十 》) E O, 
j=1 sin x i=1 sin 一 和 


证 明 i< m, j< m, sesin 一 Æ 0,sin 2 Æ 0, ÑH (4) 式 得 


A= r 十 2, d 十 


一 7 十 3 十 S} > 2cos 2x 


i=] j=] 


ij 
2cos Ir) 


. 2s 
r sin 5+ Liz 
m 
=r +s+ > ~ on] 
i=l sin —2 
m 
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这 样 就 证 明了 (6) 式 ， 


请 读者 自行 证 明 该 等 式 . 


利用 (6) 式 ,就 容易 求 出 | Z | 与 三 角 函 数 的 关系 了 . 这 一 关系 
就 是 


se 


pa 2m 一 2 十 (一 1) 十 (一 1)n+ 
4 
J sin in 


raq 


m 
2 


r=] sin x 
m 


(7) 
证 明 Bn=mgq+roqsr€Z,0<r<m—] Wa =| ~ | 


7 
m 4 
2 1 
且 ent = x + T ot l 所 以 
1. 当 30 时 ， HO) 得 
[3 l sin 一 一 一 an + 1 Liz LF | sin ar 十 Lx 
r+ > — 一 7 十 > m 
j=l sin Zr j=l sin Lx 
2| 2 + 
sin ——— yx 
2 一 . 
sin —7 
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i) Æ m HAR, Wl 2|% |+ 1 = m, Pr sin aa 0, 


于 是 
n on = 1. 
Jn 


ka i _ fm] m—] 
eee =|F/- 2° 


n 1 mC—1 m 
| m " 2 + j=l sin Jy 8? 
nt 
2 一 | 十 1 
D 车 加 为 偶数 , 则 2| | + 1 二 mm 十 1, 所 以 an est, 
mod, 


= sin 


ix = sin(im + <q) = = (— 1)'sin r, FE 
[3] sin 2n 十 lix 


r+ > 一 一 一 = [> I+ So 1) 


j=] sin ~x 
m 


ID may 
5 . 


由 于 7 =n m| Z |, 所 以 上 式 可 化 为 


m 
2 


m 。 2n +]. 
[3] sin ——— jx 
1 m 一 1] +(—1)" J 
1=l sin ——7r 
nmi 
,一 1)" 二 (一 1)" 0 (m 为 奇数 ) 
为 二 二 CD | Le, 
? (一 1)" (Cm 为 偶数 ) 所 以 (8) (9) 两 
式 可 合并 为 (7) 式 . 


2. 当 r 二 0 时 ,n = mq, 无 论 9g 是 奇数 还 是 偶数 ,都 有 (一 1” 
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| 


十 (一 tm = (— mF (— YAH 14+ (— DY", KAA 
sin on TS ig = sin 到 ,所 以 (7) 式 的 右边 可 化 为 


(F] 
二 一 + D1 
i=] 


La EC + (24), 
由 (2) apy EA 一 R eh Z. (7) 


式 志 成 立 . H Fm = 1 HY, (7) 区 也 成 立 , 所 以 (7) 式 对 一 切 整 数 m 


Al n(m > 0) WSL. 
当 m = 2535450505" fit , C7) 式 就 分 别 化 为 


[了 一 于 (22 一 1 十 (一 1)")， 


n 1 . 2r+] 

— |= |n — ] + 一 一 SIn Ti, 

L3 4 L| yy 3 

[J= bfen = 3 D2 V Esin ta], 
sin EI, sin 22n t DD 

na ij 5 9 

5d 9 " or sin 二 T sin Er ' 

5 5 | 
| 2n — 5 + (— 1)" + Asin Ma 
7i 
Let = i 4 4 sin 2n t1 i 
[3 3 


{| 


ear eee 


GE SARR BO eh BOR RL fa TS ak 


将 (7) 式 变形 ,我 们 就 得 到 以 下 等 式 : 
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en Nin 


r= à 
Ly] sin 


i=] sin x 
m 


—. n — m+n 
= m[ > ] 一 7 一 2 十 《 wrt 1) (10) 


由 于 (10) E REAA H, 因此 也 识 很 容易 求 出 左边 的 
值 . 此 外 ,我 们 还 有 一 个 与 (10) 式 类 似 的 等 式 ， 
eS] + 1)(2k — 1) 


[入 ] 2n. , 
2! SIN —i7 a sin —————____________-_-7r 
SD 
i= | sin og k= 1 sin 2k — li 
m m 
(11) 
证 明 由 (5) RB 
[35] ， (oh 1) [F] 
左边 一 >) 》 ?2 s 一 一 = yzcos C Di ， 
r=] k=] k=) j=} 
FEA (4) 式 得 
of. ESI + 1) (2k 一 1) 
左边 一 Ss} Sin om 7 _ 
t= ok — 1 
sin 一 一 -一 一 和 
m 


[5] + 1) (2k — 1) 


7 n Sin om A 
= — hs 
k=] Sj 2k — ] 
71 
就 得 到 (11) 式 

sin an + ie sin 2n — lir Z2sin ant sos i7 

又 由 于 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 全 
sin x sin 二 区 sin -一 元 
m m m 
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2ni 


1 
= 2ctg —sin eae 
[至 ] pp 
-所 以 2 dete 所 。 sin x 
2m — 2+ (— 1)" + (— 1)"™ 


= ml daa t 4 
npp ZO 一 1)”" 
一 m{ 一] 十 m=] 一 27 +m. 
[1 一 1( 当 mln 时 ) 
;所 以 上 式 可 化 为 


n y 
[二 ( 当 m\n 时 ) 
[7] in oni | ( 当 m |n 时 
ctg — * sin — x = 


n m (12) 
= ml lan ty (24m hn 时. 
an +1. 21 一]. 2ni . 1 
sin 一 一 -一 sin ae 2COS p TS me 
ols e em Sn 
Sin — m sin —7 sin —Xx 
m m m 


= 2cos i 可 得 


[ 子 ] 
2ni mfrn- -n—] (—1])" +(—-1)"" —2 
S Joos Be = (p89 r=) 4 SD" HD 2 


(13) 
(13) 式 也 可 写成 
[本] [=>] (4 m|n 时 ) 
ont 
COS m” = = , etn | 
=I Roper (2% m In Bit). 
(14) 
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比较 (14) 式 与 (4) 式 , 可 得 


2[ > ] + ilnar 
SD Oom =) + Cd 
. 1 o 2 
Sin —-7 
7 
0 (m AG 
= | m NB) (15) 
(一 1)" (m 为 偶数 ). 


(四 ) 与 组 合 数 有 关 的 几 个 三 角 恒 等 式 


1. 多 倍 角 公式 .我 们 知道 ,cos20 = 2cos*0 — 1,cos36 = 4cos?0 
一 3c0S0 ,C0S40 = 8cos40 一 8cos28 十 1, 等 等 . 由 此 我 们 猜想 ,cosn0 
也 许可 以 用 cos6 的 n 次 多 项 式 表示 ,而 且 cos"9 的 系数 是 2 :是 
奇数 时 ,cosl 的 各 次 帮 都 是 奇数 ;= 是 偶数 时 ,cos2 的 各 次 寡 都 是 偶 
数 ; 且 它们 的 系数 的 符号 正 负 相间 . 但 各 项 的 系数 的 绝对 值 是 什么 
呢 ? 实 际 上 我 们 有 以 下 等 式 : 


[5] 


2cosnb = = dy 1) = 


我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 (16) a 
当 n 二 1 和 n= 二 2 时 (16) 式 显然 成 立 . 
Boe 4n=l1—1iin =e) Kaw. 4n = +1, H 
cos(@i + 1)@+ cosCi — 1)@ = 2cos@ « cosl@, 78% 2cos(C + 1)6 
= 2cos@ » 2cosl@ 一 2cosT — 138, 
所 以 ， 


Cr_,(2cos@)”**. (16) 


H 
[$] 


2cos(i + 1)0 = 2cosg >) 《一 1) Ch ,(2cos@)!~ ## 
k=0 
[5] 


一 20 一 1 


zC a C2cosh) 7, 


290 


D 当 2 为 偶数 时 ,[ 放 ] = HH = [和 二] 十 1, 所 以 
[> ] 
2cos CL 十 1)8 = = > ( -一 1) Ct. .(2cos@)*~ 2k+1 


a /一 1 
_ 2 (— 1)‘ pog gC 2cosh) i” 


[$ z] 


= (2cos@)'t! + ee 1)* aa t p (2cos0) +} 
[ 竺 1] 
k—] 4 一 一 1 7 一 2& 十 1 
> 《一 1) i — (4 — Cia- (2cos0) | 


a 


— = (2cos@)**! 十 本 l + Ch. 下 ee 
yr ) 十 一 二 
(CH) eos)” 2 


HP 2CL.—-—" Ct, = an ~ 2k = to | 


k” n — k 
“=k BATT Hew IS 
n—k kRi(n — 2k)! = ki(n — 2k — 1)! n—-k—1% 
BVA , = 1 i = 2C*_ 1 — Cii nT TE 


l /一 1] _ 
I 一 天 ia + i—i Q pl e-o 


= 2Ci-a — Cie- 1 十 2Cr — CL 
/十 ] 

DCi = Cha = ESET ， 
所 以 ,2cos( + 1)8 = (2cos6)'* 

(ft ls 

/十 1 
2, CD Papi glm- C2cos0)’ t-A 
[H] 


= DD Cha 1 (2eos0) 
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1) 当 /为 奇数 时 ， [4 |= ot l- = D 一 ] ,所 以 
(Ay E 
2cos@i +1)8 =(2cos@)' + 2 (— Ct (2cosO) 2 
mH] 


— 3 (—])}*7 a Ce (2cos TD) 4 


全 i—k—1) 
tH] 
L 一 1 
— IH — ke = 
= (2cos6) + DG tr eR L 
k— iH —2k HH l > 
° Ciia) e (2cos@) —(— 1)? ese 
2 


H] 
= (2cos0)" + $)(—1)* 4 
k=] 
HH] 


= > (— 1)* Ch (2cosO)'t iu. 
k=0 


l 十 ] 
l 十 1 一 


z (Cina (2cos8)™ 
f+] 
这 样 ,我 们 就 证 明了 等 式 (16) ,至 于 sinn9, 我 们 有 以 下 等 式 
[2 
sinn@ = sin ` (一 D'Ci-a—(2cos0) t, (17) 
C17) 式 的 证 明 请 读者 自行 完成 . 
2. 降 次 公式 . 降 次 公 起 cos28 二 +a + cos20) ,sin2g = ża 
一 cos20) 实际 上 就 是 把 积 的 形式 化 为 和 差 的 形式 . 下 面 我 们 把 
(2cos@)” Al Csin)" 化 为 和 差 的 形式 . 为 此 ,我 们 设 x = cosh 十 
iSINOG* =— 1) , 则 二 = cos — isin, z” + = = 2cosné, x" — 4 


= 2tsinnd, 于 是 
(2cosl)” = > 


nt B 1 bk a 7 

— Crt] 一 一 Cr" 2. 
> cs 加 > cz 

D 当 WER in = 2m =k +i, W k= mA kh, = 
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m — 1484 k = 2m BY! = 0, Pr bA 
(2cos9)" = Str %— zk 十 5i Ctx n— ae 十 cm 


k=0 k=m+4 1 


= Dice” + Serie + Cr 
k=0 i= 0 


m— 1 
= cian oa) + C7 
k=0 


371 


= S)Ci2cos(n 一 2k)8 + c? 


k=0 


57l 


(2cosb)" = >) Cr2c0s (n — 2k)0 + CË (18) 


Dn HAR n= 2 十 1 —k +1, mj 4 k =m +1}, 
l = m; k = 2?m + 1 tł, = 0, FË 


Zm+ 1 
(2cos?)* = — er n— 2k 十 > Ctr n— 2k 
k=0 k=m+1 


m m 

__ i— 

— > Cr" ok 十 Sic lr? n 
k= 0 i= 0 


k=0 
nl 
(Z2cos@)" = > Ci2cos 0n 一 2k)8. (19) 
(18) 和 (19) 两 式 可 分 别 改 写 为 
n— 1 
(2cos0)” = > C2c0s(2n 一 2k)0 + Ci, (20) 
和 (2cosb)2 ! = > ,Cs,_12c0s (2n — 1 — 2k)8. (21) 


k=0 
同样 , (2zsind)” = Ç — al 一 > (一 1)*Cix"*, 
b=0 
i) 4 n 为 偶数 时 , 设 n = 2m = k +l ARA 
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本 - vo eT 


(2ising)" = > ] )*Ctz n—2k 十 Se 1)*Ctz n—2k 十 (一 TD)mCm 


k=m -H 


—l 
(一 
ye yey 2 十 =a + (— D"C? 
k=0 
1 


"tT 


= (一 1)°Cr2cos(n 一 2k)0 + C— 1)7C%. 
k=0 
由 于 (2isin0)" = (— 1)” C2sin@)”, Bre 


n 
31 


(2sinzb)" = S1(— 1)7 *Ctecos(n — 22)0 +C? 


(7 
BN 8 (2sinn@)" =(—1)!7 ay (—1)*C*2cos(n —2k)0 +c? . (22) 


D 4 n JAR OH = [22] = [2 1, n= 2m H 1 = 
k+l, (eA 


(2isin0)” = Sy Caa H 》 (= Can 


k= 0 


k=m+ | 
— Si 1X Cix n— 2k 十 Sie 1)” ‘cn l p2i—n 
k=0 i=0 
=e pica — hp 
T 


k=0 
一 24 | — 1/C*2isin(n — 2k) 8. 
由 于 (2zsinb)” = (ising) — 一 i™ Casing" 
-= i (— 1)” C2sin#)” 一 了 (一 D 2sinb)"， 


所 以 一 3 (一 1)*Ct2isin(n 一 24)0, 于 是 有 
m =o 
(2sind)" = > (~ DFC + 2sin(n — 280, 
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[2 ] 


即 (2sing)" = (— D) >, (— 


b=0 


(22) 和 (23) 两 式 可 分 别 改 与 为 : 
D (— 1)*C* 2cos(27 一 2) 十 (3 (24) 


1)*Ct2sin(n — 2k)0. (23) 


(2sinf)”" = (— 


(2sinf)" =(—1)"7 > (—1)°Cz,42sin(2n 一 1 —2k)0. (25) 


(20) ,(21), (24), (25) 是 一 般 情 况 下 的 降 次 公式 . 


(五 ) 与 取 整 函数 有 关 的 一 些 三 角 式 的 和 


EAD RF, in =m + 1,1 m hsctg sin EEDE 


27 : 22x 9 cos Z) ,于 是 (12) AMEN 


= ctg — °¢ SIN == 
5 m m 


rai 


oJ 


. 2 
2COS a =m — 2, (26) 


[7] [5] 


这 使 我 们 想到 , 对 于 任何 自然数 p， > (2cos Ze 和 > (2sin ay 


(m => 2) 会 有 什么 结果 呢 ? 下 面 我 们 来 解决 这 一 问题 
首先 考虑 p 是 偶数 的 情况 . 此 时 , 设 p = 22, 则 由 (20) 式 得 


(2cO0S0O)”” = > Ch,2cos (2n — 2R) — Ch 


k=0 
= 2 Cin ‘2eos 26 一 
. Ir 7 
在 上 式 中 取 6 = Z, W] 2cos " > Ci2e0s210 Cs ,于 是 
ES 
| 2cos x)" = Xen Daeon 2 x 一 E Con 
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为 方便 起 见 
设 ~ ED +C pit (m 为 奇数 ) 


, 则 Wi 一 


PROD 式 就 化 为 : 
s 2i [7] Chm mt) 
2co 2 
> -4 CH m 所 时 )， 


由 于 当 > nRT’ = OUR < [= Jom 十 1) 一 1, 所 以 


mi 
[2] 


u, — | 


i= 


n [3] 
x 
2cos mle = XC} ‘2, 200s ay 一 [> Ici, 
=] 


[= —|(m+1)-1 


2, Ch Daeos 2 on [7 IC, 


= C220] 二 Ca (Ca — 1) + Cr’ lu, — 1) + . 


Í 


+F Con TP Can — 1) +H Ci 20] + CROP Cy — 1) 
FCn (umte — 1) 十 … HOO" (uan —1) pore 


n— [E ]m m n— (5 
E Cnm” e 2S] H C AID Cupa mpa — 1) + 


205 pes im 十 5 Scr tinge — 1) — [IC 


r=] {=0 
(=) , (3) , [>] 


—— 2| 一 212 Ch im + Me n— Gm+r) a — S Sce (im +-r) 


r=] ! 一 0 


一 [> IC, 
Cm J m— 1 元 ] m— 1 [5] 
—. = 2| 一 cs im 十 »> SCR Pumi, Cc. (im+r) 
r=] i=0 r=] 《一 小 
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+ Sen” 一 [7]Cy 
t=0 
] E 


m—1 bm 


[=] m— [5] E 
= a> 2 Cc "+ >) SICH OP timer 一 >》 SCR m+? 


r=] {=0 r=0 【一 人 


十 Ya — [Z cs, 
全 
(24 a] 


_, [J] ml 
= 2l FIC "+ Dd) Dd Ce OU mir — > (CR, E 
=1 {0 一 


r=] i 
[=] 
+ Cyt mt 十 > Cr im [> Ch. 


下 面 我 们 来 计算 六 5 (CR Orr LOR mt) ,这 一 和 式 中 


共有 2m (7 十 1) = aml] + 2m BHM = 051,250 CZ], 
= 0,1,2, Mm 一 1 时 ,nn 一 Um +r) Mn + Um +r) RGN M 
n— mial” nH ml] m — 1 ml] + 2m 一 
1 个 整数 , 当 且 仅 当 ! =r = ORL — Um +r) =n+ Um +r) 
=n, Bln RT WK BS Rey — KO LHF n <m[— jj] 十 mx, 所 以 
n< mil tm l FEX = [Z] =m-1 A 

n— (Um +r) =n —m[—]—m+1<0,n+ (im +r) 
=n + m> jJ+m~—-12> 2N, 
ES O SRA > Dn BECS = 0, FFE 


5, 


ME i 


Kor mtr) 十 Crt Omt) 一 “e, 十 Ch = 22 十 Cn 


下 一 站 


297 


m— | ia On 


同 理 ， pe Ly (Cyt? 十 CHP) = > (一 TD 


r=0 i= k=0 


十 (一 1)°Ch, = Ch. 
D 当 m WERE] = tn, = 0, 所 以 


[>] 


[7] 
2, (2eos “7 = (m — 1) SCs m > ieg + C2n) 


+ Dor” — Tey, 


=] 
___ n—im 2n-- 1 l n m — l ri 
= m yes 2 9 Um E 2 Cin 
i=0 
[2] 
Nm 一 n— m n 


= FmC,, -一 pen— +m Cs, im 


[5] 
mC, , — 2" 14m SCR, 
i=] 


| 


ii) 4 m IER] = “5 mtr = = (— 1)” 二 (一 1)", 所 
以 


l=] 


+ 


te] 


2cos | "nS m 十 Si So, WFC 7) 


r=] f= 


i=] 
1 [>] 
= > (2” + Ch) 十 en i — Ch 


(=) _, (31 
== m Cr im +1) 57 之 ， (Cy, ete 十 Cyt toy — 1)’ 
r=0 i=9 


i=0 
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一 于 (022 + Ch) — SC 
[=] 


m > Ce + FCh — 2 — 
i= 


loan, M n 
— 一 一 FC 


[=] 


_-Jm n— m 7i 
mCi, +m) CR” — 2) Ch 


[=] 
= mC}, — 2° + mY Cp”. 
I=] 
因此 ,无 论 m 是 奇数 还 是 侦 数 , 恒 有 
[2] _ (2) 
> 2cos $| = mCi, = 2 + mD CR". 
(27) 式 还 可 以 写成 以 下 形式 : 
[7 
2 


为 此 ,我 们 只 要 证 明 : 


in \ 2 p a ~ 2l 十 
2COS a = Mme 2。 | — 2° 十 m >, on + 


[=] 


ÞE stle Canl i= S Cp". 


i=] 


(27) 


Cele |. (28) 


(29) 


“km <L k + Dm 一 工时 ,[ 志 | =k; l >n Bf, Chti 


= 0.8 Fe < [C2] +1] m— 1,570 
(2140 


左边 = “yy BA testy 


3m— ] 


{== 2m 
([2]+Dm— 1 


+ 2 GI + per 


i= [=m 


i= 
= 
on L DCERE * Coi + > ,2(2 十 ]) ort] 


299 


Da m G+ Dm | 


p> 之 / i (C27 + LC. 
(2n + 1)! 


n—l — — * oT roy Dp 
HE+ DC = atl + loath): oe aay 


_ Qn) |! (2n)! 
an +0 (n 一 012 十 人 1 (一 (一 1)1C2 十 十 1)1 


= (2n + 1) (C3! — C582). 
CF) Gym 1 
边 一 >, Dd) Ce! 一 Cx), 
it k =l—im +1, W4 =im k= 13°41 = G+1)m—1, 
k =m, PFP 


Lm] 


H 


ma 


左边 一 一 (Cx im— k-+] 一 Cr im~k) 


Toh 
I 
i 
| 
| 
pi 


m 
Jfa 


S| Sar Sior) 


| 
M 


Jja l 
is bw 


2 ( Cr im — Cry “+ Dm) 


| 
M 


pæl 


[= ~] 
— - cr G4 1)m 
i=] 
=] [过 ] 十 1 
= DC — 3 ( — 1)Cz,™. 


i ‘=? 


由 于 当 i = [一 ] 十 1 时 i 之 一 ?此 时 Cz” 二 0, 所 以 


[m] Cr [2] 
左边 = Siora Siert + Soe 
i=] ;二 ? — 
rs (2) 


= Ch" + Scr = Scr. 
| i=? i=] 
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这 样 , 我 们 就 证 明了 (29) 式 , 从 而 也 证 明了 (28) 式 . 特别 当 n = 1 
时 , (27), (28) 两 式 都 可 化 为 (26) A. 

现在 研究 当 p 为 奇数 的 情况 . 此 时 设 p = 2n 一 1. 在 (21) 式 中 
Bn—-k=1,04k = 0 Rt, = n; 4k =n 1t, = 1, 并 取 


9 = Z WD 式 就 化 为 


2cos ml = = Siew 12cos(24 一 2 —- (30) 
在 (4) 式 中 取 n = (2 ],a 一 a Dre, 式 就 化 为 


[5] +] 

7] sin op (2l 一 1)x 

5 2008 (21 一 = = 一 一 一 一 一 — 1. 为 方便 
i=] sin 一 一 一 人 


2m 


2151 +1] (2 一 Dx 


sin 
起 见 , 设 一 一 一 一 到 一 一 一 一 = v, Xf (30) 式 求 和 得 
sin 一 一 一 一刀 
m 
[F] [5] 
> (2cos ie ye Ti = ICI, 2cos (21 — 1) 
mt 


r=] i=} 


n [F] . rt 
— n—i _ im — n—i 
D4 Che's 2 Boos (2h 1) = DC bv, 1). 


m 
2 


m 
L— 


La 2COS | T = DC 一 24 Cis. (31) 
下 面 我 们 化 简 (31) 式 右边 的 w ,并 计算 SICK, 
i) 4 m 为 奇数 时 ,2[ 了 ] 十 1 二 my, 所 以 
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ee 
pe 


sin ZA Zli 
A. Sl D 
sin zi — 1 Li sin ab 一 Li 
2m om 


DET” 为 偶数 时 ,2[ >] +l=m+1, 


sin (m + m + DD- Di (— 1) 一 Icos 2i — 1, 
J = 
| sin at — la sin 24 一 Li 
2m l 2m 
_ 2i— l 
— f i—i 一 一 
= (— 1) ctg om 
又 由 于 on TEDO +E) S= DIO 
1 


= eh t= 4“ FUG) 式 可 化 为 : 


(23 | 

-4 ir — 
> (2cos oe l 
i=] 


一 上 
Sor. | aT, — 4 Gn 为 奇数 ) 
' x 


” 


>, on 和 (一 ]1) ic tg lx — 4! (m 为 偶数 ). 


(32) 
(27) 式 ( 或 (28) 式 ) 和 (32) 式 回 答 了 对 任意 自然 数 2， 


[= 7 | 


] 
>] C2eos Ty 的 结果 是 什么 ,下 面 我 们 来 求 > (2sin ye 与 组 合 


[3 J 


数 的 关系 , 为 方便 起 见 , 设 SCm,p) = S? (200s Tye, Tm, p) 


i=] 


— 


一 
2 


= 3 (2si1n 6m > 2) ,首先 ,我 们 来 证 明 SG, p) 和 Tm, p) 


之 间 有 这 样 的 关系 : 


i) 4m WEST, TOn, p) = Slm, p) + 27; 
i) 4m 为 奇数 时 ,TOGm,p) = SCm, p) 一 SC 力 ) 


(33) 
. (34) 
证 明 D 4 m AARS] EN, 
. 2 Xn 17 2 9? 
sin 一 = cos (~~ 一 a, = cos x = cos 7 ,于 是 
(FI 
= i)a 
1 mp) = > seo l | 
Bi= > Ti Wi =1H. j= — l; i= 了 时 ,7 = 0, 所 
以 
jn Ox a jn 
Tm, p) -5 2cos 7 m| 一 2COS omy + 2 2COS 7| 
2cos ae = SCm,p) + 2’. 
ii 当 m HARZ] = 到 ,所 以 sin Z 
-cos 二 一 oe FE 
m— 1 
i(m,p) = >) (2cos nye, 
m1 m—] 
Tm, p) = > 2cos D | 一 2cos aj 1)" 
j=l j=] 
z 297 | * T 
十 2cos oon 一 > 


Hh, 27 —1 = 1,3,-++5m — 2327 — 2y4y---ym — 1, H cos 5k = 0, 


m— 1 


m— 1 mt 


say 2cos < 十 2 2cos J | 一 2 2cos 到 | ,于 
是 有 
T(m,p) = S(2m,p) — Sm,p). a 
AEG 和 (34) 两 式 以 后 ,就 容易 证 明 以 下 两 式 了 : 
> Ds1n =)" 
[=] 
27-1 4m SICH (m 为 偶数 ) 
一 123 1 十 C2] (35) 
m (— D'C” (m 为 奇数 )， 
5] 
> (2sin 2 on 一 > D (Cy ictg a Ly 
=i Cn BHD (36) 
0 (m 为 奇数 ). 
我 们 先 证 明 (35) sh. 


i) 当 m 为 偶数 时 ,由 (33) 和 (27) 两 式 得 
T (m,2n) = S(m,2n) + 2” 
[=] 
= mC 2" +m >) Ci” +2" 
[= 
[2] 
= mGa] 十 22 1 十 mX Cu”. 
ii) 当 m 为 奇数 时 ,由 (34) 和 (27) 两 式 得 
Tm,2n) = S(2m,2n) — SCm,2n) 
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(om! 
= 2mC%, 1 — 21 + m >) 2C3,% 


f=] 
[=] 
_ mC"; 十 D2n 一 1 m > Cu” 


l=] 
z] 
= mC, + m| $520% 2im > cx m), 


Š] [2] 


而 ` 2C2 Zim -> Cr” im 
ix] 


— ~ 2m 十 2C7? 4m 十 ， . + 2037 2[ 25 |m 加 Czo” — Crem 


Ca o Cn t e oe Cam” 
=c Ca” H Ca Ca — On tee — C a 


= 2 C CR”. 
i=] 
(=] 
所 以 ， T(m,2n) = mCi, +m >) (— 1C". 
这 样 ,我 们 就 证 明了 (35) R. 最 后 ,我 们 来 证 明 (36) È. 
D 当 m 为 偶数 时 ,由 (33) 和 (32) 两 式 得 
T'(m,2n — 1) = S(m,2n — 1) + 2773 


Cm oto ZEAL, yn ote 
一 之 (一 Chctg “om AT +2, 


_ I _ 
Tm,2n —1) = X) (—1) Ch ctg la yr, 


i=] 
ti) 4 m 为 奇数 时 ,由 (34) 和 (32) 两 式 得 
Tm,2n — 1) = S(2m,2n — 1) — S(m,?2n — 1) 


= SM DC etg LE lr po 


i=} 4m 
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2l 一 ] a 


a a. 7 
一 2, (—1)'1C3," ctg om x 一 4 
21 一 ] 2/ 一 ] 
一 | fm 
一 2 (—1) Cha (ctg ln x 一 Ctg Om T). 
] cosa 1 9cos’a— 1 cos2a 
一 一 . — 一 一 一 一 -一 全 人 一 一 + 一 一 t 4 
HF ctga sin2w sine  sin2a sin2a sin?a ctgza 
所 以 
ryt = i--1 nd ol T ] 
{ (7 27 一 1) = > (一 1) Ca Ctg T, 
f=] 


2m 
这 样 ,我 们 就 证 明了 (36) 式 .最 后 ,要 指出 的 是 (35) 式 还 可 与 
wA FEA: 
[5] 


(2sin mye = mCy,-, + 47 'A 十 (一 1)”) 


: n-i l 
十 m 2; (一 Cale]. (37) 
事实 上 ,只 要 证 明 以 下 等 式 : 
n Lo] 
> (一 DC = Me precy. (38) 
i=m i=x1 


读者 可 参照 证 明 (29) 式 的 方法 证 明 (38) 式 . 


利用 二 项 式 定理 ,容易 得 到 一 些 组 合 数 的 和 的 公式 . 例如 : 
CE +C +++ + Ci = 2", 
CR+ Ci 4+ Ch f+ eee = 27717 
C++ ter = 2" ,—" 
等 等 . 下 面 我 们 把 以 上 公式 推广 到 一 般 的 情况 , 即 寻 求 计算 
Co 4+ COTE A CI p oee + CUTE 
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| 人 


的 会 \ 式 ,这 <a<ck,k > 2, 


Ba 二 cos a? + isin 2G? = 一 1), 则 wt 一 1, 由 二 项 式 定理 得 


(1 + a)” = > Ci (i = 0,1,2,°*°,k — 1). 


J=0 


于 是 Gt e@)ya* = Sla% Ch, RV 
j=0 


a 下 一 n n kl1 
Sat ayav= > dja? lc = ve Dane 
t=0 [=0 j= 

i) 当 &l7 一 a BY, 设 =a + mk > om € Z. 因 为 
mk 之 之 一 4 之 一， 所 Bm = 0,1,2,° ,pC—1, 此 时 a’“ 


一 a — (cos x 


+ isin )™* = 1, 所 以 
k-1 
aso — k. 
i=0 
k—] ] — a - a} 
ii) MAE j—akt a *A1, Sar == 一 0, 所 以 
I= 0 
n k—i p—i k—] 
DCN a al — k > Cat™ — Sa + a "an, 
J=90 é=0 m=O 


p 1 k—} 
ot — T) (1 + d'aT”, 


m=0 1=0 
由 于 1 十 a 二 1 十 co s A + isin ET L 2cos 所 cos = + isin Z 
所 以 (1 + a)” = 2"cos’ m COS aE 十 isin ue ， 
g a7" — cos| 一 ex + isin} 一 we, , PTEI 

(1 + a’)"a~* = 2"cos” = COS 2 
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+ tsin i(n — 2a) 7 2a) 7 


于 是 > Co == SYoos 


{—0 


i(n —2a) i(n pen 


cos A +z sin 


oF 

是 一 
4 2 "eo AS — 2a) 
+Z Deos k o ” 


+ “ese a! i(n — 2a) 7 2a) r 1 
比较 上 式 两 边 的 实 部 和 虚 部 ,就 得 到 
P ri n 4—1 
> Catm 一 a 十 = 2,008" cos n 2a), (39) 


m= 


| 
以 及 21008" J sin Ln — 2a) a = Q. (40) 


k 
(39) 式 就 是 我 们 要 求 的 和 ,实际 上 (39) 式 还 可 以 化 简 . 
1) 4k 为 偶数 时 ， 


& 


—] 
2 
n —?2a) 
eos"! eos 8) = Yeos' F s 0 2a) | 
“一 k 
lx (n —2a) 
十 > cos” —-cos i(n — 2a) 
; k k 
{一 一 


2 


把 后 一 和 式 中 的 ! 换 成 和 一 :后 得 
57 cos” “二 (k = Da — 2a), 


a * COS 
k 


= >) (— Dcos” = X (— 1)*cos a 2a), 
i=] 


[x i(n — 2a) 
n z. 


= cos” — cos 


L k k 
于 是 (39) 式 就 变 为 


本 
d 
d 
+ 
本 
a 
4 
r 
f 
as 
+ 
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lx _ iln — 2a) 
— ff , 


My 


ac = a + z5 4 cos" z cos 7 
[2] -3 
或 don =F (2 eos AF sos y Yri]. (41) 
ii) 4 P 为 奇数 时 ， 同样 可 将 (39》 式 化 为 
lear sell 
SY rtm = 2 Eco 所 og AE Bg — 4], (42) 
k] Z 一 1 k 为 偶数 ) 
由 于 [一 ] 二 4， _ 所 以 (41) 和 (42) 两 
9 (k 为 奇数 )， 
式 可 合并 为 
a : 2” 
erm = 7 a 3 cos” £e os aae] . (43) 


FFA k= 13k = 2H, (43) 坟 训 化 为 本 节 开 头 出 现 的 几 个 
公式 .因此 (43) 式 是 这 些 公 式 的 推广 ， 
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一 类 三 角 恒 等 式 
武汉 化 工学 校 NDP 


本 文 利用 几 个 三 角 倍 角 公式 、 韦 达 定理 及 对 称 多 项 式 的 有 关 
知识 得 到 了 一 类 三 角 人 恒等式 


(一 ) 几 个 三 角 倍 角 公 式 


ri 


公式 1 sin(2n 十 1)0 = S)(— 1)" (Cha 


&k=0 


一 a—k i. .2(n—k) +] 
+ C3 1 )4" “sin? 0. 


公式 2 sin(2n 十 1)0 一 sind >) (一 1)” C314" “cos” 0. 


k=0 


公式 3 cos(2n 十 1)0 = X Chan 


此 一 站 


~ —k 一 有 十 1 
+ Cir) 4 cos?" 0. 


公式 4 cos(2n 十 1)0 = cos X} (— 1)"*Ch,_ 4" sin? 9, 
k= 0 


n—] 


公式 S sin?n8 一 cosb > ， (—1)"*Ch 4, 22C A sjin kD 
k=0 


n—l 

公式 6 sin2nd = sind >》 (一 1)*Ch -1-127 cos?" 38, 
k=0 

公式 7 sin2n6 = >> (一 1)*(CL +H Ch) 4” teos? D0. 


k=0 
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lwo p 
公式 8 cos2n0 = > 2 (— 1)" "(Ch 
十 Ch, )4"—*sin?* ?0. 


公式 9 sin(2n 十 1)0 一 ` (一 1)*C2t+1lcos?" Asin? 118, 


k=0 


公式 10  cos(2n 十 1)0 = >) (— 1)*CH, cos? 1 Osin* 4, 


k=O 


a] 
公式 11 sin2n6 = ` (一 ])C2 teos? sin” 718. 
k=0 


公式 12 cos2n6 = >) (一 1)'*C#cos*"-” Asin”4. 


=f) 


上 面 我 们 给 出 了 关于 三 角 函 数 ( 正 弦 和 余弦 ) 的 多 倍 角 公式 ， 
其 中 公式 1 一 8 在 一 般 的 数学 书籍 中 查阅 不 到 ,可 供 有 关 人 员 参 
考 使 用 | 

利用 上 述 12 个 倍 角 公式 ,还 可 以 导出 正切 或 余 切 的 多 倍 角 公 
A Ah ARE. 


(二 ) 一 类 三 角 恒 等 式 


利用 公式 1.2.5.6.9.11, 并 应 用 韦 达 征 理 以 及 对 称 多 项 式 的 
有 关 知 识 , 导 出 许多 三 角 恒 等 式 ， 
21 HATE 
对 于 给 定 系 数 的 一 元 n 次 方程 
Or" — or! ox — + + (— 1)", = 0, D 


如 果 zi(1 Sign 是 它 的 根 , 则 由 韦 达 定理 得 


n 

n=, > zh Ek, T Z t'g 
1 2 

k=] Co ETI Co 


k, <k, 
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2.2 ”对 称 多 项 式 


根据 对 称 多 项 式 的 知识 可 知 , 韦 达 定理 左 半边 的 部 分 属于 初 
等 (基本 ) 对 称 多 项 式 ,对称 多 项 式 的 基本 定理 告诉 我 们 :n 个 未 知 
EnA Gk Sn) 的 每 一 个 对 称 多 项 式 均 可 了 唯一 地 表示 成 初等 对 
称 多 项 式 co,a,a，…o 的 多 项 式 . 对 于 方程 四 来 说 ,我 们 很 容易 
根据 排 字 典 方法 求 出 如 下 对 称 多 项 式 的 表达 式 


CO 30 
2 _ 172 3 
、 EA ° Tk, — a (n = 3). (2) 
k =] + Oo Fo 
k k, 
á o o 96,0 0,0 So 
少 3 2” 3 1“ 4 5 
> Xp Lp Ly = 一 一 一 一 十 一 (n> 
| , 3.3 5,2 52 + z, (n = 5) 


r, 30,0,0 30,” 
D>, t= m + — 82:89 十 300 (n 之 6). 


3 3 | 2 2 
b= Oo Fo Go Oo Oo 
k <k, 
ti 
6,0,06 30," 
3 2 。 — -1 2 3 
> Ti ° Tk, Ti, — S 3 o 2 (n 之 3). ©) 
k =l 0 0 
k Shy Ck 
5o 30,0 0,0 
2 9 5 104 203 
> Tr © Ue e 一 一 一 一 十 > (n > 5). 6) 
im) 1 2 3 Oo Cy Oo 
kaSi k 
r . 
o 40,0 6,0 
2 。 2 。 一 Jos — 27's 一 2 和 
2 Tat = Ge toe (nS 6). @ 
= 
k eek 


2.3 ”一 类 三 角 恒 等 式 的 导出 | 
利用 2.1 及 2.2 的 知识 ,可 以 导出 许多 三 角 恒等式 


定理 1 sin? oe <j <n) 是 方程 wor — az! 十 


aT" 一 十 (一 1)"a, 一 0 之 根 , 其 中 方程 系数 为 a 


5 1 
s= p = 0, l,a. 


证 明 邻 公 式 1 中 0 = jr/(22 十 1), 当 j= 1,2,…,n AY, 
sin(2n + 1)@ = sinjz 一 0,sin0 0, 于 是 由 公式 1 有 
» (— 1)" Ce 0 H CH) 47 sin? 46 = 0， 


k= 9 


注意 到 (一 1) * = (— 1)", 
>》 (一 CE, 4 + Chat tsin2-8 = 0. 
k=0 


由 上 式 即 知 定 理 1 成 立 . E 
把 韦 达 定理 用 于 定理 1 ,就 可 以 得 到 
“yn J _2n 十 1 
2,sin on + 1" = 4 ; 
| van +1 


n 
sin = 一 一 一 一 ; 
=] 


J 
27 十 本 一 2” 


J 
‘ k k o k 
6 ol m 4 we e Q} 2 3 
Ži sin on 十 77 * sin on ok 77° sin on ok 7 
hy hack, i 
= (2n + 1Y (2n — 3)(n — 2) (6n — 7) 
= 12788 s(n = 3) 
‘ k . k k 
4_ 1 oo. 4 en 3 
>> sin on ok z% * sin On ok z7 + sin on ok I 


k =i 


hy hgh, 


_ (2n +1) — 3)(4n? — 16n? — 38n — 77) 
: 3072 . (a > 5) 
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定理 2 cos’ 二 二 rd < <n) 是 方程 pz 一 by’ 
+ bat — … 十 C 1)"b, = 0 om. 其 中 方程 系数 为 & = 
t k= 0,1,2,” 


证 明 ÆAR2 HSO = jzr/(22 ++ 1), AHA sinn + 1)8 = 
sinjx = 0,sind x 0, 于 是 有 


> (一 1)*Ch,-4 ° 4" “cos? 7 一 0， 
BẸ > (— 1)'Ci,-4 * 4'cos??-” 2 a 7 = 0. 
由 此 即 知 定理 2 成 立 . C] 
定理 3 sin’ ane cos’ a 1<k<n—-D Bea 
一 Cx" 十 Coz — oe + G 1)" 1 = OCR REPTERA 
ci = tl = 0,1,.…,n— 1. 


证 明 在 公式 5( 或 公式 6) 中 令 0 一 SEM k= 1,2, sn 
1 时 ,有 sin2n0 = sinkx 一 0, 而 sinf 0( 或 cos? 30), FÆ 


a—l 


` (一 1) Ch a1 0 ZEEP sin? kr _ 0, 
too 2n 
BH > (— 1)°Ci 11 * 4 Sin2 IA Sq = 0. 
间 理 有 > (一 1) Chre- ° 4 teos? TIE 5 = 0. 
6 上面 两 式 即 知 定理 3 成立 | a 
定理 4 tg’ (1 委 / 魏 2) 是 方程 dz 一 dz 十 di 


2n Fi 
一 十 (一 1)"qd, 二 0 之 根 ,其 中 方程 系数 为 di = C&+1,8 二 0,1， 


证 明 邻 公 式 9 中 0= jx/C2n 十 1), 当 j= 二 1,2,…,n 时 ， 


sin(2n 十 1)0 = sinyx = 0,cosb <0, 故 有 
$1 (— 1)'C#tcos*-6 。sin2+10 一 0, 
k=0 


BN | ` (一 1)°CR te" = 0. 


k= 0 


令 上 式 中 k =n 一 r, [Al 34 k = 0,1,2," 时 ,> 一 17 一 二 ， 
… ,0, 于 是 有 
> (一 1 一 CHP tg "0 = 0， 


r= 


- T 2r 2(n—r) rR — 
故 21 1) on+1tZ on 十 1 0. 


由 此 即 知 定理 4 成 立 . [L 
定理 5 te Ea <j<n—-1) 是 方程 
eot”! — en" + et? — oe + (— 1)" ie = OZ, 
其 中 方程 系数 


e, 一 -人 (六 一 0,1, 7 一 1]1)， 
2n 


证 明 GAR 11 FO = jx/(2n), 当 j= 1,2,…,n 一 1 时 ， 
sin? = sinjx = 0,sinf Æ 0,cos6 4 0, 于 是 有 


ms | 
> (一 1) Caticos2™" 27! kx . sin2*t! kn — 0, 
k= 0 2n 2n 
n—j 
kr 
Et EA O 
即 之 4 LMC tg” 3 = 0. 


AERP k =n —l]—r, 4 k= 0,1, n— 1f, r =n-—l, 
n — 2,0, FES 


n—l 


nr n—l-r n—1—r) TH 
>》 (一 1)" "CINtl ,tg TE 一 0， 


r= Zn 


故 > (一 1) C2 geen 。 7 一 0. 
由 上 式 即 知 定理 5 成 立 . B 
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把 韦 达 定 理 和 对 称 多 项 式 应 用 于 定理 2 至 定理 5 中 ,也 可 得 
到 许多 三 角 恒 等 式 . | 
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关于 二 阶 等 差 数 列 
长 沙 铁道 学 院 ARR 


在 各 阶 等 差 数列 的 家 族 中 ,一 阶 等 差 数列 ( 即 通 常 所 称 的 等 
ZAID 是 人 们 最 熟悉 的 一 种 数列 , 但 因为 一 阶 等 差 数 列 十 分 简 
单 而 且 便 于 研究 ,因而 缺乏 典型 性 与 代表 性 、 既 简单 又 在 实质 上 有 
意义 的 是 二 阶 等 差 数 列 , 本 文 用 递归 方法 建立 了 二 阶 等 差 数 列 的 
寿 干 性 质 , 这 种 方法 原则 上 亦 适 用 于 高 阶 等 差 数 列 的 研究 . 


(一 ) 化 归 关系 式 与 基本 不 变量 


设 {z.)wzo 是 二 阶 等 差 数 列 , 依 定义 
En = Enyi — Taon È O (1) 
为 等 差 数 列 , 设 其 公差 为 d. 对 任意 的 之 1 由 
Nn 一 [rz = Enyi T Lp) — (Tn — T,- = d X0 
(2) 


可 得 
| Layi = 24, T Ta, Hd, | (3) 
故 二 阶 等 差 数 列 是 二 阶 线性 非 齐 次 递归 数列 . 又 由 
(Entz — Tat1) 一 (Lat) 一 Ty) 一 (Zn+ 1 一 Zn) 
— (a, —2,,)=d (4) 
可 得 
Ente = Lrt — 3X, 十 Tris (5) 


故 二 阶 等 差 数 列 是 三 阶 线性 齐 次 递归 数列 . 
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利用 递归 式 (3) ,我 们 可 以 建立 二 阶 等 差 数 列 的 一 个 很 有 用 的 
基本 不 变量 . 
定理 1 Bit) 为 二 阶 等 差 数 列 , 则 对 于 任意 的 4 之 1， 


LÈ 一 Ti — dz, = M, (6) 
此 处 
M = z? — x2, — dz; (7) 
AS n 无 关 的 常量 . 
WEBA 由 (3) 可 知 
Tn 一 Laya — AX, 
= Xr — (22, 一 Tel 十 CD)To — dz, 
= Zr -1 — X27 1 — T, + d) — dz,_, 
= Li- — Trt a 一 GZ 1 
LE — Zayn- — AX, 
= Tİ 一 2%) — dx, = M, 
定理 得 证 . L] 


利用 定理 1, 我 们 可 以 进一步 得 到 二 阶 等 差 数 列 的 一 种 一 阶 
的 递归 关系 式 , 为 此 , 先 证 明 下 面 的 
引 理 “对 于 二 阶 等 差 数列 (zj} .>。， 
f d > 0, 则 从 某 项 开始 数列 单调 上 升 ; 
大 4d 二 0, 则 从 某 项 开始 数列 单调 下 降 . 
WAR 4d > OR, Az.) 单调 上 升 , 故 从 某 项 开始 dz 为 
E Amico 从 某 项 开始 单调 上 升 ;d < 0 的 情形 仿 此 . a 
作为 基本 不 变量 的 应 用 ,我 们 来 建立 数列 {z,) 的 一 阶 递归 关 
定理 2 Wiz.) 为 二 阶 等 差 数 列 , 则 


Tu = 3[(2z, +d) + V8drd+ (d? +4M)], (8) 
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AP Ad > 0, 则 从 某 项 开始 , 根 号 前 取 “ 十 号; 若 d < 0, 则 从 某 
项 开始 , 根 号 前 取 “ 一 ”号 . 
证 明 将 递归 关系 (3) 代入 基本 不 变量 (6) ,得 
Ti+] — X,(2In41 — Ta + d) — där =M, 


整理 得 
Lizi ~~ (22, + An 十 | (x, a d)x,, M | -一 0, 


这 是 关于 | 的 二 次 方程 , 故 得 
tat, 一 3[(2z, + da) 


+ V (223 + dY — 4( (a, — d)x, — M) ] 


— 3[(2z, +d) + NV (8dz, + (d? + 4M)], 


A | BE] A, E d> 0, 则 从 某 项 开始 , {zx,} 单调 上 升 ,因而 (8) 中 
的 根 号 前 取 “ 十 ” Bd < 0 的 情形 仿 此 . 口 
同样 地 ,我 们 亦 可 建立 用 tn 表示 z, 的 关系 式 ， 即 有 
推论 Bir.) 为 二 阶 等 差 数 列 , 则 


Ly, 一 SCO: +d) + V 8dz,., + (4? +4M)], (9) 


EP ad > 0, 则 从 某 项 开始 , 根 号 前 取 “ 一 ”号 ; 若 &<0, 则 从 其 
项 开始 , 根 号 前 取 “ 十 ”号 . CO 


(一 ) 基本 不 变量 与 通 项 公式 


根据 由 基本 不 变量 所 建立 的 一 阶 递归 式 (8) ,我 们 可 设 


tai) = 5 (22, +d + y,), (9) 
y? = 8dzx, + (d? + 4M), (10) 


特别 地 
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tı = (2z, F d + y), 3? = 8dr, +d 44M. (11) 
(8) 的 意义 在 于 可 以 用 来 建立 二 阶 等 差 数 列 的 一 种 以 基本 不 


变量 表示 的 通 项 公式 , 即 
定理 3 二 阶 等 差 数列 的 通 项 公式 为 
T, = HLO + 2nd)? — (d? + 4M) ]. (12) 
证 明 ”由 (9) 得 
Yn = lEn — 2,) — d = 20 Ax,) — d, (13) 


HF (Ar) 是 公差 为 4 的 等 差 数 列 , 故 {y,) 是 公差 为 2& 的 等 差 数 
列 , 因 而 


Yn = Yo + 2nd, (14) 
代入 (10) 得 
(yo + 2nd)? = 8dz, + (d? + 4M), (15) 
于 (15) 中 解 出 z, 即 得 通 项 公式 (12)， L] 
推论 ”二 阶 等 差 数 列 {z,} 的 通 项 公式 为 
Xn = Lo + n(x, — za) 十 inn — ])d. (16) 


证 明 由 (12) 及 (11) 得 
x, = Ho + 4ndy, + 4n%d*) — (d? + 4M)] 


l 
= gq 84 zo + (d? + 4M) + 4nd (2(2, 一 x) — d) 


+ 4n*d? — (d? + 4M)] 
= E 十 2(2(z 一 zo) — d) + nd] 


= 5 (22. + 2n(a, 一 To) — nd + nd | 


= zo + n(x, — 2) + n(n 一 Ld. O 
TE 其 实 ,(16) 不 难 由 等 差 数 列 求 和 公式 直接 得 出 , 即 


Ly 一 Lo + Ly — To 
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== Xy + (2) — To) + Cr — zi) + Cr — 2) Boe + 
(Zn a Xn—1) 
= Xo + n(x, 一 Za) + ann — ])d. 
1X4 RSE RTA. 


(=) 和 矩阵 表示 及 其 应 用 


现在 我 们 给 出 二 阶 等 差 数 列 的 两 种 矩阵 表示 ,并 利用 矩阵 表 
示 给 出 二 阶 等 差 数 列 的 一 些 性 质 . 


今 


D, = (17) 


En Tati Tnt 
Enayi 4n4+2 n+3|， 


Latz nt+3 Tna 


ME BE D, bao PETEERE EAGT OAD 的 元 
RARAN {Trh Dn 可 以 作为 数列 {zx} 的 一 种 矩阵 表示 ， 
称 为 数列 {x,} 的 矩阵 表示 . 

考察 矩阵 序列 {DD,} 中 各 滤 阵 之 间 的 关系 , 令 


0 l 0 
palo o | a) 
1 一 3 3. \ 
则 由 矩阵 的 乘法 及 数列 {z,) 的 递归 关系 式 (5), 可 以 验证 
D+ = AD, (19) 
于 是 我 们 有 
D, = A D. (20) 
RHE (20), HARD ,我 们 应 该 研究 { A"} 的 结构 , 设 
(n) (n) (n) 
A" = |R? Q? QP js (21) 
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则 Qf = O = 0,6; =1,74 7) OY MASc. A’ A 


0 0 1 
A= \1 一 3 | (22) 
3 一 8 6 
计算 出 了 4 的 特征 多 项 式 
A -1 0 
AA) =|AI— Al =| 0 4 —1 |=% —34 4+3A—1, 
| —1 3 A-3 
(23) 
由 Cayley — Hamilton 征 理 ,可 知 M A) = 0, 故 得 
A=37-3A+T, (24) 
MURRA 个 ,得 
At = 3 AEF 3A 二 +， (25) 
比较 两 边 的 (i,7) 元 ,得 
QETO = 3Q08t2 一 308tP + Qe, (26) 


BOER ija Si,7 <3), (P he 为 三 阶 递 归 数 列 ( 目 为 二 阶 等 
E 数列 ) ,其 初始 值 为 矩阵 I, A, A 之 各 对 应 元 素 , 另 外 ,由 A 
结构 易 知 
QT 一 QI = Qy. (27) 
利用 矩阵 表示 ,可 以 得 到 数列 {zx,) 的 下 面 的 一 些 性 质 : 
首先 ,我 们 建立 数列 {zx,} 的 另 一 个 不 变量 , 即 
定理 4 Riz.) 为 二 阶 等 差 数列 , 则 对 任意 的 ”, 均 有 


(xi 4. 十 TT + 27,2743) — (TT Tnt + 22n41 2424043) 


=d', (28) 
证 明 ”容易 算出 ANTAAA | Al = 1,% (20) 可 知 
ID,| = LAF + |Do| = [Dol (29) 
故 D, WITA n AXR, Bp 
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Tn n+1 n42 

| 也 ,| = 2 Mn+2 rn (30) 
nt2 4nt+3 Inia 

是 一 个 不 变量 ,计算 LD, | 的 值 ， 


Ap Ti Le 


monte nl 
XZ, Xz T 7 g 
第 2 行 加 上 第 1 行 
Xe Xz Hy 
Xo Tı T? gaa gp 
= | T} —Xo T} `T) TL} `X A TRAET 
i 0 2 l 3 2 第 2 行 加 上 第 1 行 
Ko —X Xi `X} 一 并 
To Ti Le 
_| a ¢ 中 全 大人 sat 
= | 2 2 3 
ddd 第 2 列 减 去 第 1 列 
To Ti 一 YX Ho — Lı 
= d Tı Ty — 2X, L3 Xs (第 3 列 减 去 第 2 DN) 
] 0 0 
Xo ZI 一 To d 
— dlzx 2,—2zx, d GEA 3 行 展开 ) 
l 0 0 
= d(x, — Lo) 一 (x, 一 z) |=— æ. 
故 得 |D,| = 一 d’, RR |D. |, BIA (28). [ 


其 次 ,我 们 给 出 数列 (x,} 的 任意 阶 递归 表示 . er S 4, 如果 
(ra Ar 阶 递归 表示 , 则 有 
Entre 一 Dnr 二 F bx,, 
(biste ab, AG AR BO 
7) Fe BS AS A FA SX PV RG as FFE. 
定理 $ Wiz.) 为 二 阶 等 差 数列 ,~ 之 4, 则 {z.}》 有 > 阶 递归 表 
示 (31) ,其 中 


(31) 
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Jb. = QT b-i -一 OY »b, 2 一 Q9 ’ 


b, = = ba = O. (82) 
证 明 由 (20) 可 知 
D,,,= I'D, (33) 
比较 两 边 第 一 行 第 一 列 的 元 紊 , 得 
| Later -一 QP x, 十 QG xt + Q Tnte. (34) 
此 即 数列 {zx,} 的 7 阶 递 归 表 示 , 比 较 (31) 与 (34), 可 知 有 (32) 成 
3L. l C] 


(四 ) 2NF ARETE 


现 设 二 阶 等 差 数 列 {z,} 的 各 项 均 为 整数 , 则 (8) 中 的 2 为 
整数 ,因而 根 号 内 的 式 子 8dz, 十 (d 十 4M) 应 为 完全 平方 数 , 记 
为 yi (14) 知 y = yo + 2nd, FL y, C11) 确定 ;yo = 2C 一 
Zo) 一 4. 由 此 得 
定理 6 Riz.) HOSS, A ror Kd 均 为 整数 , 刘 
对 于 数列 中 的 任 一 项 xz, 8dr + (a? 十 4M) 必 为 完全 平方 数 ( 其 中 
M 为 由 (6)、(7) 定义 的 基本 不 变量 ) ,换言之 , 即 对 于 任意 ,数组 
(Tns 2 (T 一 Lo) + COn 一 Dd) 是 不 定 方 程 
8dX — Y° + (d?+ 4M) =0 (35) 
的 整数 解 . 
注意 到 递归 式 (8) ,我 们 可 以 给 出 方程 (35) 的 一 个 有 趣 的 性 
质 . 
定理 7 设 (z,y) 是 方程 (35) 的 任 一 组 整数 解 ,而 x 由 
z = lrt d) E y] (36) 


确定 (其 中 的 双重 符号 “ 土 ” 可 任意 取 定 ), 则 存在 整数 y, E, 
yY) 亦 为 (35) 的 整数 解 . 


324 


WAR 8dr! + d + 4M 
= 4d| (2x + d) + y] + Ë + 4M 
= dx + 4d? + 4dy + Ë +H4M 
= (8dxz + Ë + 4M) + 4dy + 4d’ 
= y? + 4dy + 4d? = (y + 2d)’. (37) 
取 y = y + 24,0037) 表明 (z' ,yy ) 为 (35) 的 解 ， a 
由 定理 6 可 知 AA) 给 出 了 不 定 方程 (35) 的 无 穷 多 组 整 
数 解 . 但 它们 并 非 (35) 的 全 部 整数 解 . 事实 上 Rez, } ,> 由 违 归 
关系 


Tap? = 22Xa+1 — Æp 十 d (38) 
确定 ,因而 有 
XL, = VA E — Lata 十 d. (39) 


Y n 过 0 时 ,我 们 按 (39) 递归 地 定义 z,, 于 是 数列 {z,},>。 拓 展 成 为 
WA {z,:—co<n<+oo}). SHAE ,拓展 后 的 数列 中 的 各 项 仍 
然 满足 递归 关系 (36), 因 而 与 原 数 列 有 相同 的 基本 不 变量 , 故 对 于 
原 数 列 证 明 过 的 定理 对 于 拓展 后 的 数列 仍然 有 效 ,特别 ,拓展 后 的 
数列 的 各 项 均 满足 方程 (35). 一 般 地 说 ,拓展 后 的 数列 的 各 项 通常 
仍 不 是 (35) 的 全 部 整数 解 . 关于 (35) 的 全 部 整数 解 的 问题 需要 进 
一 步 地 深入 研究 ,限于 和 篇幅, 本文 不 予 涉及 ， 

最 后 ,我们 略微 讨论 一 下 二 阶 等 差 数列 的 项 的 判定 问题 . 二 阶 
等 差 数 列 {z),>。 由 (zyzyd) RH (29521522) ME. 对 于 任 给 的 
Ty 试问 ; 工 ETA r? 中 的 一 项 ? 当 (zoyziyd) 或 (zo ,XI sT) ty 
ABS E r ABO" Pa 2 AERE ze 为 整数 , 则 由 
定理 6,z 应 满足 方程 (35), 即 要 使 8dz + (4d? 十 4M) 为 完全 平方 
WA 8dz + (P 十 4M) 为 完全 平方 数 , 则 由 通 项 公式 ,应 有 2d | 
J8dz+ (Œ +4M) 一 yo( 其 中 y。 由 (11) MH). BB 


二 (VB + (EF AM) — yo) 为 非 负 整数 .在 一 般 情形 下 ,由 (8) 
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mma 


可 知 , 对 于 {zn} 中 的 项 In WA 


8dz, + (Œ + 4M) > 0, (40) 
故 若 z 为 数列 中 的 一 项 , 则 当 4d >0 时 ,应 有 
过 光一 ge + 4M), (41) 
当 4d < 二 0 时 ,应 有 
1 
xa gg E + 4M). (42) 


车 z 满足 这 些 不 等 式 , 则 由 通 项 公式 ,z HUES V84z F d FAM) 
= yo) 为 非 负 整 数 ,顺便 指出 ,对 于 拓展 后 的 数列 {z,: 一 co <n 
<+ co) , 若 数列 的 各 项 均 为 整数 且 它 们 恰 是 方程 (35) 的 全 部 整 
数 解 , 则 对 于 任 给 的 整数 =,z 是 拓展 后 的 数列 中 的 一 项 , 当 且 仅 当 
8dx + (L + 4M) 为 元 全 平方 数 ,但 如 我 们 已 经 申明 ,本 文 不 对 此 
问题 作 深入 讨论 
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Shapiro 循环 不 等 式 


.安徽 大 学 数学 系 BEA 
中 国 科 技 大 学 数学 系 PRE 


AKRE 


1954 年 美国 数学 月 刊 4 人 American Mathematical Monthly) je ~ 
定 将 下 述 问题 全 开征 解 ,当时 该 题 标 号 为 《4603》 

H r 2052, + ti > 0,2 一 1 2 又 zol 一 2 证 明 下 述 
不 等 式 


Dr (X19T2, >a (*) 
其 中 
| X; 
Sa (1， En) = U Fr, 
1 2 ves tn 
ZX; Fr XL, FT, 十 t Ln $2, t 
W a # 
xı Hr: 
不 等 式 (* ) MAA Shapiro 不 等 式 或 循环 不 等 式 , 当 ?2 = 3 时 ， 
Cx), 成 为 


a + b FONA 3 fa 字 0 0 20,c 之 0， 
b+c cta atb?” 2 \atb6b >0,6 +c >0,a +c >0 
这 是 中 学 数学 的 有 名 难题 ,也 许 正 因 为 此 ,代号 《4603》 并 未 引起 
过 多 的 注意 . 可 是 ,从 此 (x ), 竟然 会 在 现代 数学 史上 掀起 一 股 不 
大 不 小 的 风波 ,这 是 当初 谁 也 未 曾 料 到 的 . 
原来 ,(* ),. 有 着 惊人 的 内 涵 ! 首 先是 ,对 较 小 的 n = 3,4,5, 给 
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出 一 个 证 明 并 不 容易 ;其 次 ,不 久 有 人 人 发现, 对 相当 大 的 2 CD, 
根本 就 不 成 立 , 至 于 Cx ), MPA n MIL, MATA n KRA, NE 
相当 长 时 间 内 ,一 直 未 能 搞 清 楚 . 事情 经 过 大 致 是 这 样 的 : 

首先 是 1956 年 ,有 人 找到 了 7 一 3,4,5 时 ,《*), 的 证 明 ,但 相 
当 复 杂 ; 年 末 即 有 人 对 (x oo 举 出 反例 . 两 年 以 后 ,先是 有 人 证 得 
(x* )6, 接 着 有 人 证 明 ;(i) MF n SR n, C), 不 恒 成 立 ; 
Ci) 对 于 充分 大 的 n( 不 论 n EBA). (x), 也 不 恒 成 立 ( 至 于 n 
应 多 大 , 则 完全 不 清楚 ). 过 了 一 年 ,又 有 人 人 证明, 对? 立 53 的 奇数 
n, (x ), 也 不 恒 成 立 .但 到 了 1963 年 ,又 有 人 证 得 (* ),, 其 方法 也 
适合 (x );, 同 年 又 有 人 证 明 , 对 有 之 27 的 奇数 nn, (x )。 也 不 恒 成 
iL. 最 后 ,1968 年 ,有 人 找到 了 (x ), 与 (x )1 的 证 明 . / 

到 那 时 为 止 [2j, 不 等 式 (* ), 算是 初步 被 拨 开 了 迷雾 .上 面 这 
毕 结 果 绿 合 起 来 就 是 :( x ), 当 n 志 10 时 全 成 立 ; 对 之 14 的 偶数 
n Ken > 27 的 任何 数 n,(x ); 不 恒 成 立 . 换 句 话说 , 尚 有 九 种 情况 
未 能 判定 ,它们 是 = 11,12,13,15,17,19,21,23,25. 


(一 ) 一 叶 知 秋 


在 进一步 讨论 之 前 ,让 我 们 先 用 初等 方法 来 研究 一 下 (x ),， 
看 一 看 能 把 问题 推进 到 多 远 . 具体 说 来 ,我 们 将 证 明 两 件 事 . 

断言 一 。 对 nn 二 3,4,5,6,(x), 恒 成 立 ， 

断言 二 对 之 14 的 偶数 n,(x ), 不 恒 成 立 . 

对 于 前 者 ,我 们 提供 一 个 可 能 是 迄今 为 止 的 最 简捷 的 证 明 , 它 
同时 适用 于 = 3,4,5,6 四 款 .后 者 ,这 是 目前 仅 知 的 可 用 初等 方 
法 证 明 的 大 批量 (x) AR. 

断言 一 的 证 明 

运用 熟知 的 Cauchy 不等式, 可 得 


IL 


Sa CX: Ezg g En) ° 25 in + Lizz) Ti 


— | > 二 一 至 -一 | Yan + taar) > Sx)" 


Ziyi F Ti+? i 二 i=] 
往 下 要 证 明 , 当 n= 3,4,5,6 时 #4 成 立 不 等 式 
( Da) SF eo + Zizo) Tis (1) 
r=] i=l 
由 此 证 得 断言 一 , 今 记 
p 一 | zi | 一 > (Lipi 十 Litz) ri 
=] =] 
— D, + 2®, ~~ zP» (2) 
其 中 
D, 一 一 >) 2? ,®, -一 ` Z;i£; P, 一 > (24) + Zizo) Zi. 
i=] ij i=] 
=] = 


证 明 (1) 相当 于 证 明 (2) PH DEM. 
4n= 3,08 ©, = 2-9,,M iii 


= D, + 20, — >ð) — 6,— 
一 一 Sz — (TIT, 十 ToT} 十 LaL ) 


= SEC — £2)" + (a, — r) + (2; — ry] 
当 n 二 4 时, 易 得 

P, = D + (2,7; + xx)) 
从 而 

p = , + 29, 一 20G + Tir; + x2,) 


4 
~ 一 >) a? a 2( 223 十 LX) 


i=] 


= (4, 一 T) + (Xs, 一 z) = 0. 
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当 n= 5 时 , 易 得 D, = ®,, Witt 
9 


中 — Ø, + (2 — 5 )®, 
5 1 5 
一 之 /好 一 p 2 Ti 
ihj 


V 
i=j=] 
当 no=b 时 , 易 算 得 
P, = 中 + (ziz 十 zzZ5 十 zxe), 
从 而 
中 一 中 十 2(09 + zz + Tzs + 2325) — 3®, 
6 6 
一 D7 +2042, 十 ZaZs5 +2375) 一 >》 TiCzih Fite) 
一 La 十 ZX, — t 一 £5)? + (2, + z; 一 T3 — Le)“ 
| + 《zs + ze 一 一 x)” |. 
PE, ers ue. [] 
注意 ,不 能 指望 不 等 式 (1) 对 > 7 成 立 ,下 面 反 例 说 明 我 们 
的 方法 已 竭尽 所 能 . 


Q Xi = Lr = T; = 2,4 = T; = Te = T, = 1, Mi) O, ~= 16,8, 
= 42,0, = 29, 故 
®=16+ 84-5 -29=-3 <0. 
断言 二 的 证 明 
需要 对 之 14 的 任意 偶数 n, 找 出 nn 个 数 工 | 来 ,使 (x ), 倒 向 . 
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TER FART, 


Snt CT 3229 "re Ens tn] En ) 
T1 


一 va-l1 | 
-stutatet E tas 


十 Lani En 
Ln F T X, + 2 


= S,C2, Ezy’ Ly) + 1. 
Hy N, HA. 其 Dn 之 反例 PAJE n 数组 (t s23 °t” rt, ) (ES, (Ct 9 °°" 4 


t,) <= > M n+ 2 PAE, ,to ，… taster ote) 即 构成 (x ),4; 之 反例 ， 
绿 因 


S42 (t; 9°°* hy yl, t,) = D, (t 9°°* fy) yt, ) +1 
< FC 十 2) 


LA F 可 见 找到 14 PR ot) 使 (x Ja BE BU WEBS T BT 
Z. 下 表 即 给 出 所 要 的 数组 : 


CP pE EEE 1 
[ete] ze taplopp +4150] 1 [aph tol oh +a a |i te 


其 中 p 为 一 其 小 正 数 . 
今 在 Su ,… ,tu) 中 取 奇 数 项 之 和 , 记 之 为 7 一 1; 取 余下 ( 偶 


数 ) 项 之 和 , 记 为 1, 则 容易 算出 
_{ 3 |, 6 4 3 3 
-=| z TT 47p *T+5p 1143p ae 
18 6 5 2 


1 +10% ti +6p ta +2p ti +3)” 


I -| 
1.+14p 
因此 得 
Sige, 900 Lig) =7—(I-— I). 
rem 当 p 取得 充分 小 时 ,例如 在 运算 过 程 用 (1 一 kp) p 等 代 


ep 等 ( 即 略 去 p 的 上 各 阶 之 项 )， WYA 1 — 1 > 0. 
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此 时 我 们 有 
I =[9(1 — 11) +601 一 7p) 十 4(1 — 5p) 十 3(1 
— 3$) +31 — 4p) |p 
= 25p — 1827’, 
I = [4(1 — 14p) + 811 — 100) + 60 一 6p) +50 
— 2p) + 201 — p)]p 
. = 25p — 1184p’. 
于 是 得 | 
| I — I =27'>0, 
断言 二 得 证 . C] 


(=> Ie E BR He 


石 是 稍稍 离开 一 下 初等 数学 , 则 可 以 把 不 等 式 ( x ), 的 许多 事 
情 说 得 更 清楚 一 些 . 
H QO Ena SE 23 Te] R 的 一 个 区 域 ; 
Q = (215° Ta) 32; = Ona, + Tipi > 0, 一 1 … sn}, 
其 中 已 如 有 旧 到 Zn = Ti 现在 考虑 
p(n) = infS, (Zl, 50_), (1) 
HHE 


o(n) = + on). 


注意 (1,…，,1) E€ Q, mi Sa Cl, teel) = 了 可 知 一 般 应 有 
a(n) <>. 
因此 ,证明 (* ), 相当 于 证 明 
1° 
doln) = 9° (2) 
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反 过 来 ， FT HK no 证 得 O(n) <5 , 则 等 于 说 存在 点 (tie stn) € 


0 , (HS, E, eta) < Lannea x), 不 恒 成 立 . 
用 这 个 观点 研究 (x ), ,就 可 以 发 觉 , C+), 其 实 对 于 相当 大 的 
n 肯定 不 恒 成 立 ,事实 上 早 在 1958 年 就 被 证 明 中 :极限 limo(n) 存 
在 ,而 且 
limo(n) = info(n) =Ø, 
4 > 


0 < > — 7.10°8, (3) 


后 来 又 有 人 进一步 证 明 c(53) < > 地 ,0(27) 之 二 > 以 及 sol111) 


= 0. 49639 等 . 也有 这 些 结果 都 在 支持 着 去 寻求 较 小 n 的 (x ), 的 
反例 ,如 上 节 讨 论 那样 . 
在 (#). 的 讨论 中 ,有 两 个 不 等 式 相当 重要 . 从 上 市 讨论 中 的 
等 式 
Sn E1 Ln EnEn) 一 由 (Zi Ze) +1, 
可 以 得 知 成 立 
pin + 2) S plia) +l. (4) 
BER 很 有 用 ,例如 ,我 们 容易 看 出 ,若是 (* Jn 成 立 , 则 
p(n) > pln + 2) — 1 >Z 7 ， 
即 (* )。 也 成 立 , 因 此 不 等 式 (4) 支持 我 们 去 寻求 较 大 nn 的 (x ), 的 
HEAR. 由 于 (* )z 不 恒 成 立 , 知 能 证 明 (* )ss 则 几乎 已 经 解决 了 所 
有 未 决 情形 (除去 = 12). 1963 年 又 有 人 证 得 
p(2n) > pl2n 一 1) + 4. (5) 
由 不 等 式 (5) 立刻 知道 , 若 ( x )，， hit, WC Dan 亦 成 立 . 这 一 次 
是 关系 到 相 邻 整数 情况 ,可 以 说 弥补 了 不 等 式 (4) 的 不 足 ,最初 正 
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是 有 人 证 明了 (x )s 与 (# Jos TRAI x )7 与 人 关 Jy. 
因此 ,为 了 完全 解决 问题 ,只 要 设法 证 明 (* BO Dos 就 可 
以 了 . | | 
不 幸 ,1971 Æ M. A. Malcolm 找到 了 (x );ss 的 反例 中 ,用 计算 
机 给 出 了 25 个 数 如 下 : 
Ti = 5.71138, 2,=0, xz, 一 6.76097， 2, = 1.10052, 
z; = 6.90241, zę = 2.57379, z,= 5.91561, Z= 3.33613, 
ze = 4. 60951, zio = 3.47149, zı = 3.436938, zis= 3. 33360, 
zi = 2.47011, zu = 3.15375, 215 = 1.66622,  zı= 3. 05800, 
zi = 0.980738, zis = 3.12582, yy = 0. 400648, zzo= 3. 44328, 


Lo, = 0, Tag 一 4. 07589, Tag 一 Ô, Ey — 4. 3248, 
Tos 一 0. 
并 且 证 明 : 


12. 49847 < Sas CTs" s£) < 12. 49851. 

后 来 ,有 两 位 前 苏联 中 学 生 在 计算 机 上 也 找到 (x )z 的 反例 ， 

32,0,37,0,43,0,50,0,59,8,62,21 55, 

29,44,32,33,31,24,30,16,29,10,29,4. 

Cx Dos 的 反例 说 明 , 我 们 仍然 应 当 小 心 从 事 寻找 反例 和 寻找 
证 明 的 双重 工作 . 但 1976 年 ,两 位 前 苏联 人 证 明了 (x Die!) 由 上 
义 可 知 ,这 是 个 相当 重要 的 推进 ,而 由 (4) 立 知 ,(* ) 也 成 立 . 

到 此 为 止 ,未 决 情 形 已 减少 到 六 个 ,而 它们 的 判定 ,直到 1989 
年 , 即 问题 《4603》 提出 后 近 四 十 年 , 才 由 美国 人 B,A. Troesch 最 
后 完成 


(四 ) 众望所归 


在 (x ), 的 研究 中 ,Troesch 的 讨论 比 别人 来 得 更 深刻 . 他 首 
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先 注意 到 在 作 反例 时 ,= 为 偶 与 奇 两 情况 有 着 较 大 的 差异 ,对 ?为 
偶数 情形 ,他 用 下 面 方法 作 了 讨论 “^. 


先 令 | 
+ +0), i Wa, 

Ti = (O<a< 1) 
5a — a) , 当 i AB. 


则 有 Satya) = Sm. 因此 为 寻找 反例 ,不 妨 在 点 Cz，… rt) 
的 邻 域 中 寻找 使 8. 取 更 小 值 的 点 ,为 此 再 令 


| Ti = L F G = l, n) 
代入 Sus RAP a K e 待定 . 像 第 二 市 那样 略 去 高 次 项 , 则 可 得 近似 
式 ( 令 Enpi 一 EL = 1,°**,7) 
Sp, Cxi 十 yn + En) 
， 广 (1 一 (一 Deo) ta 

7 b= 1 l 十 Erti 十 Erte 
a Xa — (— 1) a) + & JL] — (et + Ere) 

+ Cena + Erte)’ | 
~ DFA — (~ Da +4) 

k=] 


T Xa — (— 1)*a) + E] CEt: + Ert) 
k=] 


: k==1 


经 化 简 得 
GE + (= Dae). 
SHAR ie SB Ay — eR A, FET DY REEN 


+ exe — (= D'a) (er + Er)”. 
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—a 2 a 一 0 0 0 0 0 —l 
—l a 2 —a 一 | 0 0 0 0 0 
PÅ == | ooooosorvcoeoooooooooooooosooooeoesooooooooooooooooosseeoeoooeooeeeoseoe。 
0 0 0 0 0 0 —a 2 a —l] 
一 ] 0 0 0 0 0 —] a 2 —a 
a 一 上 0 0 0 0 == 0 一 a @ 


现在 可 知 ,能 否 找 到 反例 取决 于 此 二 次 型 是 否 为 非 正定 ,或 者 说 ， 
PRE PR A 是 否 至 少 有 一 负 特 征 根 ,经 计算 可 知 4 的 特征 根 为 
A; = 2sinh(2sinh — a), 
h = <, 一 上 2， yn. 
为 使 A; 为 负 ,应 要 求 


0 < sin(2nj/n) < 地， 


或 2nj/n< n BD n > 12). 

上 述 讨论 说 明了 :GD) AKF 12 BR. A; (ii)n = 12H, 
此 法 无 效 . Troesch 由 此 推断 出 (Cx) 是 对 的 ,但 他 未 能 给 出 证 明 . 

注意 上 面 方法 不 能 用 于 奇数 的 情形 .Troesch 重新 研究 了 前 
人 关于 Cx )z HRA HP +e. ,1 十 85) 代入 5S,, 利 用 数值 计 
算 很 快 也 找到 了 (Cx );2; 的 反例 ,同时 也 找到 更 大 的 Cx )。 的 反例 . 
但 是 ,他 的 方法 对 对 = 23 却 无 效 !1 情况 有 些 类 似 于 (C(x) 之 于 
(x )12. 

这 一 看 人 研究 使 Troesch 坚定 了 这 么 一 个 想法 ,或许 ,n = 12 及 
n= 23 正 是 使 (x ); 成 立 的 最 后 一 个 偶数 和 最 后 一 个 奇数 1 

1985 年 ,Troesch 的 工作 终于 有 了 突破 站 ,用 数值 计算 ,他 找 
到 了 (x )is 的 正面 判断 .限于 篇 幅 , 我 们 只 能 介绍 他 的 一 些 思路 . 

Troesch 根据 前 人 的 研究 ,认定 (zi1,… ,7z,) 中 至 少 有 一 个 Xx， 
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为 零 ( 但 不 能 有 相 邻 两 数 为 零 ) ,这 是 因为 S. 的 整体 极 小 值 只 能 在 
0 的 边界 上 出 现 . 因此 一 个 极 值 点 (zi，……z,) 将 被 0 分隔 成 n 个 
段 . 例如 = 13 时 ,zi0zyz3zizs0zi077ZsZoZio 就 是 一 个 由 三 个 去 
和 三 个 段 ( 一 个 四 位 段 , 一 个 一 位 段 和 一 个 五 位 段 ) 组 成 ,这 种 情 
况 可 记 成 (4,1,5). 

Troesch 进一步 证 明了 两 件 事 : 

G) A Spa < T ，, 则 极 值 点 至 少 有 一 个 段 ,其 位 数 不 得 小 于 六 ; 


Gi) 若 Sa < > , 则 仅 有 的 分 段 应 是 : 
(1,1,1,6),(2,2,6),(1,1,8),(4,7)，(3,8)，(1,10)，(12)， 
到 了 这 一 地 步 ,Troesch 运用 数值 计算 及 极 小 化 原理 ,将 这 些 
分 段 一 一 计算 出 来 ,给 以 否定 ,例如 对 (1,1,1,6) ,他 算出 
Sis = 6. 67337 >=. 


因此 (x Di 是 对 的 . 

用 完全 一 样 的 方法 ,Troesch bET n = 23 款 …. 这 时 碰 到 几 
乎 不 可 克服 的 困难 是 ;zx;(1 <i < 23) 为 零 的 可 能 性 高 达 2500 种 ， 
分 段 也 将 从 (22),(20,1),(18,3)(18,1,1),(17,4),(16,5)(16,3，, 
1) $3 (6,3,3,1,1,151) Æ(6,3,1,1,1,1,1,1), (651,151,151; 
1,1,1) 等 ,增加 了 许多 . 为 消除 矛盾 ,Troesch 一 一 加 以 计算 ,但 除 
少数 几 球 可 以 讨论 外 ,大 部 分 情形 都 需 借助 计算 机 ,和 远 非 手 工 可 以 
办 到 .Troesch 直到 1989 年 才 发 表 结 果 , 从 而 得 到 (x )z 的 正面 判 
定 , 例如 对 分 段 (20,1), (18,1,1), (16,1,1,1), (14,1,1,1,1)， 
(12,1,1,1,1,1) ,他 分 别 算 出 了 

mins, = 11.513,11. 512,11. 513,11. 512,11. 533. 

所 以 ,关于 循环 不 等 式 的 最 后 结论 是 : 

(x), 仅 当 n = 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,17,19,21, 
23 十 六 个 数 成 立 . 
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CE) 1E Ht ia iz 


从 数学 研究 观点 来 看 ,Troesch 的 工作 只 是 一 种 判定 ,而 不 是 
HERR ,情况 怡 如 四 色 问 题 之 机 琵 证 明 . 但 训 无 疑义 他 的 贡献 是 很 大 
的 ,人 们 今后 面 对 的 将 是 证 明 结论 而 不 是 证 明 推测 . 就 我 们 的 问题 
而 言 ,我 们 还 得 去 证 明 n 二 13,15,…,23 的 (x Jn. | 

BER EE T EERE ES. ARES AS. 由 于 
问题 的 初等 形式 ,期 望 一 个 初等 的 代数 解法 应 是 十 分 自然 的 . 不 
幸 , 除 了 ?2 委 8, 至 今 所 见 到 的 (C* ), 的 证 明 都 是 非 初等 的 . 窃 以 为 ， 
至 少 在 目前 ,去 找 n 二 7,9,10,12 等 款 的 代数 证 明 , 实 为 当 务 之 

在 (x ),; 的 历史 长 河中 ,除了 要 求 无 条 件 地 证 明 (x ),, 还 出 现 
许多 有 条 件 的 (x ), 问题 (如 假设 x ,… ,zz 为 单调 等 ) ,其 中 最 有 
趣 的 问题 是 要 求 给 出 第 三 节 所 说 的 下 确 界 o 的 估 值 ,其 时 (* ), 已 
为 下 面 不 等 式 所 替代 ; 

S, On, 
第 三 节 说 的 上 界 估计 o < 二 一 7. 10-*, 说 明 ( x ), 之 不 恒 成 立 .而 
任何 一 个 下 界 估 计 a > 0, HBB ABR S, >o +n. 有 人 用 非 初等 
方法 得 到 过 o 的 下 界 估 值 o > 0,4945, 可 见 o 的 取 值 范围 相当 狭 
0.4945 < o < 0. 4999 
(这 也 是 目前 最 好 的 结果 ). 倘 用 初等 方式 , 则 得 到 的 下 界 估计 都 不 
超过 0. 42, 距 之 甚 远 ， 

我 们 现在 就 用 初等 方法 ,来 给 出 几 个 下 界 估计 ,以 结束 本 文 . 
这 些 结果 大 都 来 自 氨 界 数学 奥林匹克 的 试题 ,具体 结果 如 下 . 

断言 ”对 任何 整数 ,成 立 下 述 不 等 式 

S, ZO en, 
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a md oe a 


其 中 o= v2 —1=0.414 Ro, = = = 0.4167 No, 
= 0. 41858. | 
断言 的 证 明 


前 先 注意 ,由 于 循环 性 ,下 式 成 并 
> ani + Piss _ q @Xi41 + Di+s 


i=) Ti 十 Ti+ i=]. 二 证 1 + Tipe | 6) 
a 
今 任 取 一 数 a 六 一 1, 令 B= ] 十 WA 
Ti _ fi + P24, aC Pxj4, 十 Tiz) 
Zizi 十 Tipi Xi+1 + Lise Ziyi 十 Titz i 
从 而 ,用 上 面 等 (6) ,有 
a; 十 Briti = aC Pax; + Li+1) 
na + Sn = 2 Xiti 十 Lise + > Ti + Zipi 
voze Zi 十 Li 十 Bris | 上 一 Ti+) |’ 
Xiti 十 Lise Xi Lig) 
_ 2| a B(x; 十 TI) 十 (8 一 1) aa 
;一 tipi 十 Zitz) (ai + Lipi) 
> Bele Se) 
;二 Ti+) tai ¥ Dian Zins 
— 2a : | x; + Ti+ı z 
vVv1 十 ea 全 二 ;1 十 Ti+2 
> | T Tit ti | 2a n, 
vl+e@ -1 Ti+ı 十 Lite lt+e 
或 有 
S >| 2a E 
"= \ V1 +a 
今 取 a = 1, 见 一 a 一 V2 一 1. = 过, 则 一 < 一 
> BL a 则 得 a W a 4 则 Jia 
a= 2 
12 
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aE] 一 a 有 最 大 值 ,其 最 大 点 “是 方程 


a + 2a —a—3=0 
的 唯一 实 根 ,位 于 (1. 147899,1. 147900) 中 ,对 应 的 值 


2a 
Qa = —— — aw 0. 41858. 
Vie 
断言 证 完 E 
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i eye 


圆 内 接 四 边 形 的 一 组 性 质 
湖南 岳阳 师范 专科 学 校 数 学 系 KM 


圆 ,作为 平面 几何 中 具有 极 好 的 对 称 性 的 图 形 ( 过 圆心 的 任 
一 条 直线 都 是 它 的 对 称 轴 , 绕 圆心 的 任何 旋转 也 不 改变 图 形 ) ,其 
优 卖 的 性 质 大 大 地 丰富 了 平面 几何 的 内 容 , 正 如 单 坪 教 授 所 言 与 : 
“如 灯 没 有 图 ,平面 几何 将 踏 然 失色 .” 贺 内 接 四 边 形 则 更 是 圆 中 
LTE TESS AAT ES SBR. 历年 来 的 各 级 数学 竞赛 中 必 不 可 少 的 平面 
几何 题 中 不 少 都 涉及 圆 内 接 四 边 形 . 本 文 将 从 圆 内 接 四 边 形 的 一 
个 基本 性 质 出 发 ,顺藤摸瓜 ,导出 圆 内 接 四 边 形 的 一 系列 新 颖 而 有 
趣 的 性 质 , 包 括 蝴 蝶 定 理 等 几 个 著名 的 结果 . 


(—) 


我 们 首先 利用 圆 的 对 称 性 简洁 地 给 出 圆 内 接 四 边 形 (不 一 定 
EHH, TED 的 一 个 基本 性 质 及 其 几 个 特殊 情形 与 退化 情形 

定理 1 设 @OO 的 内 接 四 边 形 4BCDD 的 一 组 对 边 4B .CD( 所 
在 直线 ) 交 于 P, 过 P 任 作 一 直线 /分 别 交 @ (PBC) © © (PAD) 
于 £,P,F, 则 EE,F 关于 圆心 O 在 直线 1 上 的 射影 对 称 . 

正明 队 己 重合 于 OO 的 平凡 情形 外 ,其 余 缘 可 归结 于 图 1 ~ 
13 的 情形 (图 14 ~ 19 为 几 种 退化 情形 ) ,我 们 用 多 值 有 向 角 呈 为 
工具 给 出 各 种 情形 的 统一 证 明 . 


QD ©CPBC) 表示 入 PBC 的 外 接济 . 
34] 


连 BE. DF 分 别 交 QO 于 D'.、B'. 因 了 F 在 人 和 人 PAD 的 外 接 圆 上 ， 
B' 在 ©O 上 ,所 以 , AB'FE = X DFE = x DAP = {DAB = 
XDB'B, 故 BB' // 4, 同 理 ,DD' // 1. 于 是 ,BD' 与 B'D 关 于 过 圆心 
O 旦 垂直 于 i/ 的 直线 对 称 , 而 .FF 分 别 为 BD'、B'D 与 1 的 交点 ,所 
以 ,EF 互 为 对 称 点 , 帮 EF 关于 圆心 O 在 江上 的 射影 对 称 . O 
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图 17 图 18 


特别 地 , 当 直 线 / 恰 为 @ (PBC) 
5 O (PAD) 的 公共 弦 PQQ A \ 
的 另 一 交点 ) 时 ,E、F 丝 重 合 于 Q( 见 yA yA) 


图 5,7,13). 于 是 由 定理 1 即 知 圆心 o \\ 
O 在 ! 上 的 射影 也 为 Q, 因 而 有 NA 
推论 1 EKET OOM MIE Bel í 


ABCD 的 一 组 对 边 4B .CD( 所 在 直 
线 ) 交 于 P, (PBC) 5 ©(PAD) 交 
F P,Q, OQ | PQ. 

其 中 图 5 的 情形 即 为 第 26 届 国 ai 19 
际 数学 奥林匹克 第 5 题 ,而 图 13 的 情形 则 是 1992 年 中 国 数学 奥 林 
匹克 第 4 题 . 因而 定理 1 的 证 明 实际 上 给 出 了 这 两 道 ( 实 为 一 道 ) 
竞赛 题 的 一 个 十 分 简洁 的 证 明 . 

当下 线 !/ 与 @O 相 交 于 7 7 两 点 ( 见 图 1,6,7,10 一 14,18,19) 
时 , 因 了 .J 同样 关于 圆心 O 在 ! 上 的 射影 对 称 , 于 是 有 

推论 2 设 O 的 内 接 四 边 形 ABCD 的 一 组 对 边 4B.CD( 所 
在 直线 ) XF P, Ù P 任 作 一 条 直线 / 交 OO FILS, © (PBC) 
§ OPAD) FE, P, F, W El = JF. 


4 D=CH,WCDEH @O 的 切线 ( 见 图 14 一 16), 于 是 有 

推论 3 过 和 人 4Bc 的 顶点 C 作 其 外 接 圆 的 切线 与 边 ABCA 
在 直线 ) 交 于 P, 过 PP 任 作 一 直线 /与 @ (PBC)、 CPAD) 分 别 交 
于 EPF, 则 EF 关于 人 入 4BC 的 外 心 在 ! 上 的 射影 对 称 . 又 如 果 
直线 /与 AABC 的 外 接 圆 交 于 7 J, 则 ET = JF. 

在 定理 1 中 ,如 果 C 三 B83,D 三 4, 则 Q@(PBC)、， PAD) BS 
OO 相 切 ( 见 图 18 ~ 19) ,于 是 有 

推论 4 OO, 与 OO, 相交 于 己 , 且 分 别 与 OO 相 切 于 A, 
有 ,过 己任 作 一 直线 交 OO FIJ, Z ©O,.00, FEP, F, mM 
PA.B 三 点 共 线 , 则 EI =JF. 

有 趣 的 是 ,定理 1 包含 了 蝴蝶 定理 的 一 个 推广 , 即 有 

定理 2 给 定 OO 与 直线 LO 在 !/ 上 的 射影 为 M ,点 忆 .C 在 
l 上 且 关 于 M 对 称 ,分 别 过 P.Q 作 OO HAA PAB QCD, Hix / 
分 别 与 直线 BDAC 交 于 EF, 则 EF 也 关于 点 M 对 称 ( 参 见 图 
20 ~ 23, 仅 为 部 分 情形 ). 


图 20 图 21 
证 明 ” 仅 就 图 23 的 情形 讨论 . BOOXFR M ABAF IM 
HATH, A P.O 互 为 对 称 点 . 设 C.D 的 对 称 点 分 别 为 C" LD’, MM 
C D YE OO E,CC / DD /1,H 有 PCD' 二 点 共 线 (为 QCD 
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的 对 称 直线 ). 连 AD BC , 则 已 为 @O 的 内 接 四 边 形 ABC'D' 的 
一 组 对 边 AB、C'D' 的 交点 , 且 人 PD'A= /C'CA= /QFC, Fe 
P. F.A D' 四 点 共 圆 , 同 理 ,P.E、B、C' WAR. BI ELF 分 别 为 
O(PBC') O (PAD') 与 过 PP 的 直线 1 的 交点 ,由 定理 1 即 知 EF 
关于 点 M XT PR. C] 

当 直 线 ! 与 @O 相 交 时 ,定理 2 即 为 文 L3] 的 结论 , 它 是 著名 的 
蝴蝶 定理 的 一 个 推广 . 


(一 ) 


由 定理 1 可 导出 圆 内 接 四 边 形 的 另 一 个 比较 深刻 的 性 质 , 出 
人 意料 之 外 的 是 , 它 竟 是 蝴蝶 定理 的 另 一 个 推广 一 一 坎 迪 定理 “ 
的 更 为 一 般 的 情形 . 

为 方便 叙述 ,我们 用 有 回 线段 来 记 划 ， 

定理 3 设 内 接 于 @(o,r) 的 四 边 形 的 一 组 对 边 ( 所 在 直线 ) 
交 于 P, 过 P 任 作 一 条 直线 /分别 与 四 边 形 的 男 一 组 对 边 ( 所 在 直 
线 ) 交 于 TJ, 圆 心 O 在 /上 的 射影 为 M, 则 有 


d — 


1 
PI + BF =- OP? —r 
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证 明 Ot DUH ABCD 
AEF ©(O,r), ABCD 交 
F P,BC.AD HIF IS. 
FELIZ © (PBC) 5 © (PAD) 44 
Hse F E,P,F(A RK] 24), 
则 由 圆 攻 定理 与 勾 股 定理 ,有 

El . PĪ = IC » IB = OF 
— r? = OM + ME — r’ 
= OP? — PM + MIF — r. 

男 一 方面 ,由 有 问 线 段 的 
性 质 , 有 

EI -PI = (EM + MI) . PI 
= (MI — PM) .PI (EM + PM) -PI 
= (MI — PM) + (MI + PM) + (EM + PM) . PI 
= MP — PM + (EM + PM) - PI. 

比较 两 次 计算 的 结果 ,得 

(EM + PM) + PI = OP? — r. 


而 由 定理 1, 知 EM + FM = 0, 
i 1 _EM+FM+2PM_ 2PM_ 7 
PI PJ OP? 一 r? OP? 一 r? 
当 和 直线 7 与 QO 相交 时 ,由 定理 2 即 得 文 [5j] 中 所 述 的 一 个 优 


美 结果 : 
定理 4 设 圆 内 接 四 边 形 的 一 组 对 边 ( 所 在 直线 ) SF P, 过 
P 任 作 一 直线 与 四 边 形 的 另 一 组 对 边 ( 所 在 直线 ) BFS 


Soe ae 1 
PI PJ PE PF 
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证 明 “” 设 所 述 圆 为 @(O,r), 圆 心 O 在 直线 EF 上 的 射影 为 
M( 如 图 25 ~ 38), 因 EF 关于 点 MM 对 称 , 所 以 ME 十 MF = 0, F 
是 
2 PM = ME + PM + MF + PM = PE + PF. 
又 由 圆 知 定理 ,有 OP: — r = PE PF, 


故 由 定理 2 即 得 
l ¿l __2PM__PE+PF_ 1, 1 
PI PJ OP? — r? . PE+- PF PE PF’ 
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图 37 图 38 
如 果 改 用 绝对 量 , 则 定理 4 可 改 述 为 
定理 4 条 件 同 定理 4, 记 天 到 一 ay PP 一 PT 一 2 P =v, 


则 

1) 当 点 书 在 圆 外 时 ,如果 天 了 在 点 己 的 同 侧 , 则 zx 十 = 
Jat +b |) mR ER PAH let ut 一 ca 十 

ii) 4SAPARBAN MRIS EA PAM. We +o! = 
la —b "| , WRIT ER PHARM, Wu —v tl =a! — 8. 

其 中 ,ii) 的 后 一 绪论 正 是 坎 迪 年 理 , 故 定理 4 是 坎 迪 和 定理 的 一 
个 推广 ,而 定理 3 则 是 坎 迪 征 理 的 更 为 一 般 的 情形 (注意 文 L6] 作 
为 捧 邮 定理 的 一 个 非常 一 般 的 推广 ,并 不 包含 定理 4' 的 所 有 结 
论 ). 
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一 TT ` 


在 定理 3 中 , 当 DA // EF 时 ,点 /消失 于 无 穷 远 ,因而 万 


| iT 
一 -一 十 一 二， „VE DA // EFOR ~ 41) ,于 是 有 


定理 5 设 圆 内 接 四 边 形 的 一 组 对 边 ( 所 在 直线 ) 交 于 了 ,过 
P 任 作 一 条 直线 与 BC( 所 在 直线 ) 交 于 1, 与 圆 交 于 EF, 则 E&F/ 


特别 地 , 当 点 P ER HAA 
PEF © HUA PT 时 (如 图 42 一 
43), E=F=T,ALT REA PH 
AM. Hs = pp 当 且 仅 当 了 为 
PT 的 中 点 ,于 是 有 
命题 1 设 圆 内 接 四 边 形 ABCD 
”的 一 组 对 边 4B .CD( 所 在 直线 ) 相交 
于 圆 外 一 点 已 ,过 已 作 圆 的 切线 
PT(T 为 切 点 ) ,直线 BC 交 PT 于 点 
1, 则 PT /AD 当 且 仅 当 了 为 PT PR. 
在 图 28 中 , 当 直 线 PEF 过 BC、AD 的 交点 Q@ 时 ,1 三 J 圭 Q@， 
于 是 由 定理 4 (i), 有 
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42 图 43 

命题 2 ” 设 圆 内 接 上 西 四 边 形 的 一 组 对 边 交 于 P, 两 对 角 线 交 
FQ EK PQ 交 圆 于 RS, 则 PR,PQ ,Ps 成 调和 数列 ， 

特别 地 , 当 圆 内 接 四 边 形 退 化 为 弦 时 ,有 

命题 3 日 圆 外 一 点 已 作 圆 的 两 条 切线 P4、PB ,再 过 书 作 割 
线 交 圆 于 RS, ZUAZ AB 于 QQ@, 则 PR,PQ,PS 成 调和 数列 [7 

在 图 35 中 , 当 直 线 PEF 变 为 圆 的 切线 PT 时 ,EF 三 三 T ,于 
是 由 定理 4G), 有 

命题 4 目 圆 外 一 点 书 作 圆 的 两 条 切线 PS,PT(S、T AD 
点 ), 再 过 书 作 割 线 交 圆 于 4.B8 ,直线 34、.S8 分 别 交 切线 PT 于 
Q.R, 则 PQ,PT,PR 成 调和 数列 . 


(=) 


利用 前 面 两 节 的 有 关 结 论 还 可 以 导出 圆 内 接 四 边 形 中 关于 多 
圆 共 点 与 多 线 共 点 等 几 个 十 分 有 趣 的 性 质 , 其 中 还 包括 圆 外 切 四 
边 形 的 一 个 古典 结果 

如 图 44, 设 四 边 形 4BCDP 内 接 于 @(O,r) , 它 的 两 组 对 边 的 延 
长 线 分 别 交 于 P.Q, 两 对 角 线 交 于 R ,圆心 O 在 PQ,QR,RP 上 的 
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射影 分 别 为 M,N ,L, 由 定理 


2 2PM ._..,_. 
3. AS = ppr pC l= 


J =Q), FRA HEH. 
PQ+PM=OF’*—r=PA. 
PB = PC + PD. 所 以 ,M.Q. 
A.B 四 点 共 圆 ,MQ.C、D 四 
点 共 癌 ; 同 理 ,M、P、AD 四 点 
共 圆 ,MP、 BC PG SS; X 
因 OM | PQ, 所 以 ZDMO = 
90° — /QMD = 90° 一 图 44 
/DAB = /DBO, 因此 ,D、 
OBM 四 点 共 圆 ; 同 理 ,A4.O.C.M 四 点 共 圆 ， 也 就 是 说 ， 
©(PBC),@©(PDA),©(QAB),@(QCD),@(OBD) ,Q(OAC) 六 
其 点 M; fal ,O(QBD),©(QCA),@(RBC),©(RDA), 
OO(O4B),OCOCD) 六 圆 共 点 NIOCR4P) ,OCRCD) ,GOCPBD)， 
©(PCA), OCOBC),@(ODA) 六 圆 共 点 L( 所 述 18 个 圆 包括 退化 
成 直线 的 情形 ) ,于 是 我 们 证 明了 

定理 6 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 OO, 它 的 两 组 对 边 的 延长 
线 分 别 交 于 P.Q, 两 对 角 线 交 于 R, 则 OCPBC),OCPDA), 
OPCA), OPBD) ,OQAB), OQCD) ,OQCA), OQBD), 
©(RAB),@(RBC),©@(RCD),@(RDA),©(OAB),© (OBC), 
©(OCD),©(ODA),©COBD), © (OAC) #18 FMW AAHA, 
每 组 六 个 圆 共 点 , 且 这 三 点 分 别 为 贺 心 O 在 人 PQR = ES 

仍 见 图 44, 因 三 圆 © COBD),© (OCA), ©O 两 两 相交 ,所 以 
三 公共 纺 OM,BD,4C 共 点 R, 这 说 明 OR | PQ; 同 理 OP | QR, 
OQ | RP. 因 此 ,O 为 人 PQR yt BA 
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定理 7 wie 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 的 延长 线 分 别 交 于 六、 
Q, 两 对 角 线 交 于 RAIA 人 APQR KE. 

这 是 《中 等 数学 》 编辑 部 等 单位 举办 的 第 二 届 全 国 数学 奥 林 
匹克 命题 比赛 的 一 道 获奖 (一 等 ) 题 ,当初 是 根据 高 等 几何 知识 得 
到 的 . 

[编者 注 APOR PSH AL” REDD BERAD. 可 参阅 
R. A. Johnson ir th JLAa y CO ARR PE ED 1937 年 版 ) 一 书 $139, 
§ 143; 或 梁 绍 鸿 《初等 数学 复习 与 研究 》( 平 面 几何 )( 人 民 教 育 出 版 社 1958 
年 版 ) 一 书 第 373 一 374 H. | 

仍 见 图 44, 因 RL © CRAB) 与 OCRCD) 的 公共 弦 , 所 以 这 
两 个 圆 的 连 心 线 垂 直 平 分 RL, 再 注意 OL LRL, W, O RAB) 
与 O(RCD) 的 连 心 线 通过 OR 的 中 点 , 同 理 , (RBC) 与 
O CRDA) 的 连 心 线 也 通过 OR 的 中 点 (这 样 便 得 到 了 1990 年 全 国 
高 中 数学 联赛 第 二 试 的 第 一 题 );O(O4B) 与 OCOCD) 的 连 心 
Æ @(OBC) 与 @(OD4) 的 连 心 线 均 通过 OR 的 中 点 . 同样 ,OF 
的 中 点 与 OQ 的 中 点 也 有 类 似 的 性 质 ， 因而 我 们 证 明了 

定理 8 设 四 边 形 ABCD Wt AEF OO 直线 AB HCD AFP SC 
与 DA 交 于 Q,4C 与 BD ZFR, OBC) FOCWDA).OWPCA) 与 
©(PBD),@(QAB) 5 QCD), OQCA) SOQBD). OCRAB) 
与 OCRCD) OCRBC) 与 OCRD4) .GO4B) 与 QIOCD) .GOBC) 
与 GOD4) XOBD) 与 KOAC) 共 九 对 贺 的 连 心 线 分别 为 hsls 

e lo s D) Li slz sss ls OP EAH l slislosl OQ HAIER lolos 
ll OR 五 线 共 点 , 且 这 三 点 分 别 为 OP.OQ .OR 的 中 点 ( 见 图 
45). | a 

如 图 46 ~ 47,42 EFGH 为 ©O 的 内 接 四 边 形 , 两 对 角 线 交 于 
点 了 ,过 四 边 形 EFGH 的 四 个 顶点 分 别 作 OO 的 切线 得 到 OO 的 
一 个 外 切 四 边 形 4BCD, 则 不 难 知 道 ,O4 的 中 点 与 CC 的 中 挟 分 
别 为 人 AOHE 与 人 OFG 的 外 心 , 由 定理 8 知 , 这 两 个 外 心 的 连 线 通 
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Q A B 
图 45 图 46 
过 OP 的 中 点 , 换 句 话说,O4， 


OP ,OC 三 线段 的 中 点 共 线 , 因 
而 A.P.C 三 点 共 线 , 即 4C 过 
点 卫 ; 同 理 ,BD 也 过 点 了 ,于 是 
我 们 证 明了 如 下 的 

牛顿 定理 中 圆 外 切 四 
边 形 对 边 切 点 的 连 线 与 两 对 角 
线 四 线 共 点 . 

这 个 巧妙 的 方法 是 上 海 孝 Moa 
育 出 版 社 叶 中 豪 先生 给 出 的 . 
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剖 分 与 覆盖 的 儿 个 问题 
中 国 计 量 学 院 数学 部 。 RE 


本 文 讨论 剖 分 和 覆盖 的 一 些 问题 ;正方 形 的 锐角 三 角 旗 分 和 
钝 角 三 角 训 分 ,平面 的 正 多 边 形 衣 分 ,骨牌 履 凑 棋盘 何 时 存在 不 可 
分 解 覆 次? 求 覆 盖 给 定 三 角形 的 最 小 正方 形 . 


(一 ) ”正方 形 的 三 角 剖 分 


对 正方 形 的 三 角 剖 分 ,我 们 证 明 下 面 两 个 结论 : 
1. EAR TAA R n 个 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 是 > 6. 
2. 正方 形 可 剂 分 成 个 锐角 三 角形 的 充 要 条 件 是 > 8. 
先 讨论 钝 角 三 角 剖 分 ， 
充分 性 由 图 1 及 任 一 钝 角 [\ AÁ 
三 角形 总 能 谢 分 成 两 个 钝 
角 三 角形 (图 2) 即 知 ， 
为 证 必要 性 ,我们 先 对 
正方 形 的 三 角 痢 分 的 前 分 EAN 
点 进行 分 类 . 图 1 图 2 
第 一 类 前 分 点 :正方形 边界 上 的 剂 分 点 或 在 某 一 剖 分 三 角形 
的 边 上 但 不 是 该 三 角形 顶点 的 内 剖 分 点 . 
第 二 类 剖 分 点 :不 在 剖 分 三 角形 边 上 的 内 剖 分 点 . 
图 3 中 FG WBS E 为 第 二 类 前 分 点 . 
对 任 给 的 正方 形 的 钝 角 三 角 剖 分 , 它 将 正方 形 分 成 个 馆 角 
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三 角形 ,我 们 证 明 有 半 6. A D 
设 此 前 分 有 r BPS Rs 个 
第 二 类 前 分 点 ,由 于 第 一 类 剖 分 点 至 多 


提供 一 个 钝 和 攻 ,第 二 类 前 分 点 至 多 提供 ÆN 
= 74 fh Agr 十 3s En. f 


计算 n 个 钝 角 三 角形 的 总 度数 有 AN | 


n X 180° =r X 180° +s X 360° & 
+4 X 90°, 网 3 
n=r+2s+2, 
HEL s > 2,n 22s +2> 6. 
TiC BLA — Ra 
充分 性 由 图 4.5.6 及 任 一 锐角 三 角形 可 以 分 成 四 个 小 锐角 三 
角形 (图 7) 即 知 


图 4 图 5 


图 6 图 7 
骨 证 必要 性 :对 任 给 的 正方 形 的 锐角 三 角 训 分 , 它 将 正方 形 分 
成 4 个 锐角 三 角形 , 设 有 7 个 第 一 类 剖 分 点 、s 个 第 二 类 前 分 点 . 第 
一 类 前 分 点 至 少 提供 三 个 锐角 ,第 二 类 前 分 点 至 少 提 供 五 个 锐角 ， 
正方 形 的 四 个 直角 必须 放 分 至 少 提供 八 个 锐角 , 故 有 
3r 十 554+ 8< 3n. 
计算 二 个 三 角形 的 总 度数 ,可 得 
1 一 7 十 25 十 2， 
所 以 有 之 2. 
即 正方 形 的 任何 锐角 三 角 剖 分 至 少 含 有 两 个 第 二 类 前 分 点 . 
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每 个 第 二 类 前 分 点 至 少 关联 五 个 锐角 三 角形 ,两 个 第 二 类 前 
分 点 至 少 关联 十 个 锐角 三 角形 ,其 中 至 多 有 两 个 锐角 三 角形 同时 
与 两 个 第 二 类 齐 分 点 关联 , 所 以 此 旗 分 至 少 含 锐角 三 角形 2 x 5 
一 2 一 8 个 . 


(二 ) “平面 的 正 多 边 形 前 分 


把 平面 谢 分 成 一 种 或 多 种 正 多 边 形 ,假定 各 谢 分 气 处 正 多 边 
形 的 配置 是 一 样 的 , 且 不 允许 正 多 边 形 的 顶点 放 在 另 一 正 多 边 形 
的 边 上 , 求 所 有 可 能 的 剖 分 方案 . 

L 看 环绕 每 个 前 分 点 有 六 个 正 多 边 形 , 易 见 此 时 六 个 正 多 边 
形 都 只 能 是 正三 角形 , 剖 分 方案 为 (3,3,3,3,3,3).， 

2， 若 环绕 每 个 前 分 点 有 五 个 正 多 边 形 ,由 于 60° X 2 + 90° 
X 3 > 360°, 所 以 至 少 有 三 个 正三 角形 ,而 360° 一 60° X 3 = 180°, 
余下 的 两 个 正 多 边 形 只 能 是 两 个 正方 形 或 一 个 正三 角形 和 一 个 正 
六 边 形 , 即 有 了 两 种 训 分 方案 ，: 

(353535454), (3,3,3,3,6). 

3. 在 环 统 每 个 训 分 点 有 四 个 正 多 边 形 , 设 此 四 个 正 多 边 形 的 

WIAA ninan nas ME n S n Ring Sn. 


4 7 4 
由 于 > 于 一 x 180° 二 360", 有 了》) 寺 一 1， 
i=} I i=] J 


因 一 之 二 ， Mh So <4. 


] ] 、 
An =4,42+4441 = 3 ASTRIA, 4,4,4). 
nN» N, nN, 4 
l 1 ji 2 ] ] ] ] l 
B.n = 3,8 +- +da a 
n) 3, 有 地 + + 3 FA 元 = n 有 天 之 好 
2 2 
3 yp eSt 


3 
12’ 


ist 2>, n, = 4 Ha AENG, 4,4,6). 
nN; 2 K D 


(i) m = 4, 有 二 十 元 


na 


_~2 1 _ 
3 4 


oy aes ted iyi.iit 
Gi) m = 3, 有 5 ta 3’ m”? soem 
3 一 6, ne 二 6 部分 方案 为 (3 9346 
Ny 一 OO» N, 无 解 . 
a. 一 4, na 一 12, 训 分 方案 为 (3,3,4,12). 
好 3 -一 3, he 无 解 . 
(3,3,4,12) 虽 满足 不 定 方程 > 二 二 1, 但 (3,3,4,12) 型 的 
i=] 9 
谢 分 方案 并 不 存在 . 


事实 上 , 奇 (3,3,4,12) SAO REE, 则 每 个 正三 角形 
A4BC 各 顶点 处 均 应 配 上 一 个 正三 角形 、 一 个 正方 形 和 一 个 正 十 
二 边 形 . 

设 与 4 下 相 邻 的 为 正 半边 形 ， 
AC 相 邻 的 为 正 n: 边 形 , 则 一 4 相 
对 的 必 为 正 n Oe CE E nnan 
各 取 3.4.12 之 一 ). LB 相对 的 不 
BEA iF. as JE, 不然 ,BC 相 邻 的 
只 能 是 正 n: WIE, HERI AC 处 
配置 将 不 同 . 所 以 人 B 相对 的 为 正 

图 8 nz 边 形 ,BC FAB AY AE n WE. 
ZC 相对 的 为 正 n 边 形 ,如 图 8 的 配置 . 

AABC 三 顶点 所 对 的 三 个 正 多 边 形 边 数 分 别 取 ny .zz .ms ,不 
妨 设 人 4 相对 的 为 正三 角形 ,假设 4B 相 邻 的 为 正方 形 (4C 相 邻 
为 正方 形 时 ,证 明 相 同 ), 此 时 BC 边 相 邻 的 为 正三 角形 ,正方 形 
BD 边 相 邻 的 为 正 十 二 边 形 ,与 DE 边 相 邻 的 为 正三 角形 ,与 EF, 
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AF 边 相 邻 的 都 应 是 正 十 二 边 形 ， 
环绕 下 点 的 正 多 边 形 配 置 不 同 ， 
所 以 (3,3,4,12) 型 剖 分 不 存在 . 

4. 看 环绕 每 个 前 分 点 有 三 个 
正 多 边 形 , 设 边 数 分 别 为 nine, 
n, ,满足 Ny S n S ngs 


3 
WH >X me X 180° =360°, 


i=] 


图 9 
l 
gm < 6 
A.n = 3 
考虑 正 AABC, i 4 AB 相 邻 为 


IE n: JAI , 5 AC FASB A IE n IE , 乔 
nz ~n;,45 BC 边 相 邻 的 正 多 边 形 将 
无 法 确定 ,所 以 必须 n = n, 此 时 剂 
分 方案 为 (3,12,12). 


B. n 一 4 
a 10 li, ł_l 
n, 73 4’ 


li 1 1 
Z7 XI" g’ n, S 8. 
Cin, = 4, n, 无 解 . 
Gin, = 5, my = 20, (4,5,20 MERETE + 2 十 二 
ny Nə ns 


= ,但 (4,5,20) 型 的 剖 分 方案 不 存在 . 事实 上 ,考虑 正 五 边 形 
ABCDE ,不 妨 设 与 4B 相 邻 为 正方 形 , 则 与 BC、AE 相 邻 为 正二 十 
HIE, 5 CD,DE ABW EAE ,环绕 D 点 配置 不 同 (图 11). 
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(iti) n, = 65n, 一 12) 放 分 方案 为 (4,6，12)， 
(iv)ns = 7n, TOR. 
(vin: = 8,n, 一 8, 衣 分 方案 为 (4,8，,8)， 
Cin, = 5 
Sonn) 型 训 分 方案 要 存在 ,必须 n 


2 上 i_3 
本 ma, 须 满 中 六 P 5 TAL 


图 11 Din, = 6 
tT _1ł1_ l _lłl_l 
| n, n, 2 6 3 
剖 分 方案 为 (6,6,6). 


上 述 讨论 得 到 的 十 种 可 能 痢 分 方案 ,不 难 通 过 男 图 实现 ,所 凡 
AAS 列表 如 下 


(3,12,12) 
(3,3,6,6) 


(三 ) “棋盘 的 不 可 分 解 覆盖 


2m Xn 棋盘 ,用 2 X 1 骨牌 将 其 无 重复 无 遗留 地 覆盖 ,对 此 覆 
盖 , 者 能 按 水 平方 四 或 垂直 方向 分 开 棋 盘 , 而 不 分 割 骨牌 , 则 称 此 
履 盖 可 分 解 ; 者 不 存在 上 述 分 解 , 则 称 此 覆盖 为 不 可 分 解 . 我 们 讨 
论 不 可 分 解 履 盖 存 在 的 条 件 ,有 结论 : 
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1. 2m X (2n 一 1) 棋盘 ,存在 不 可 分 解 覆盖 的 充 要 条 件 是 : 


min(m,n2) = 3. 


2.2m X 2n 棋盘 ,存在 不 可 分 解 覆 盖 的 充 要 条 件 是 :min(m， 
n) > 3, max(m,n) > 4. 


证 明 ”充分 性 : 


UR KOPN |) 


图 12 图 13 

先 讨 论 2m X (2n 一 1) 棋盘 ,如 图 12,6 xX 5 棋盘 存在 不 可 分 
解 覆盖 , 上 且 此 覆盖 左上 和 角 骨 牌 横 放 右 上 角 上 骨牌 竖 放 , 行 2m X (2n 
一 1) 棋盘 存在 左上 角 横 放 骨 牌 右 上 角 坚 放 骨 牌 的 不 可 分 解 履 盖 ， 
Wl] (2m 十 2) X On 一 1) 棋盘 也 存在 同样 类 型 的 不 可 分 解 覆盖 , 构 
作 方 法 如 图 13, 对 (2m + 2) X On 一 1) 棋盘 下 方 的 2m X (2n 一 
1) 棋盘 ,由 假设 存在 左上 角 横 放 骨 牌 右 上 角 坚 放 骨 牌 的 不 可 分 解 
覆盖 ,对 下 方 的 2m X (2n 一 1) 棋盘 放 上 上 述 不 可 分 解 履 盖 ,并 去 
掉 左 上 和 角 横 放 的 一 个 骨牌 ,然后 对 (2m 十 2) X (2n 一 1) 棋盘 中 未 
覆盖 部 分 如 图 13 放 上 骨牌 , 易 验 证 此 时 形成 的 总 覆盖 不 可 分 解 ， 
且 仍 保持 左上 和 角 横 放 骨 牌 右上 角 坚 放 骨 牌 ， 

类 似 地 若 2m X (2n 一 1) 有 左上 角 横 放 骨 牌 右 上 角 竖 放 骨 牌 
的 不 可 分 解 覆盖 , 则 如 图 14 可 证 得 2m X (2n 十 1) 棋盘 也 有 同类 
不 可 分 解 履 商 ， 

对 于 2m X 2n 棋盘 ,由 于 6 xX 8 棋盘 存在 左上 角 横 放 骨 牌 右 
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上 角 坚 放 骨 牌 的 不 可 分 解 覆 次 (图 15), 类 
似 地 用 归纳 法 即 可 证 得 . 
必要 性 : 
只 须 证 明 4 Xn.2 X n\2m XK 3,2m X 
1,6 X 6 的 任何 覆盖 必 可 分 解 , 我们 只 证 4 
X n 的 情形 ,其 它 显然 或 类 似 地 可 证 . 
1. 4 * (2n 一 1) HE. 
tr FETE A PY 5p PE i.» SW) BE EZK 
WER. HE A) 5 HG ate BY “EA E. 第 一 
条 水 平 线 分 4 X (2n — 1) 棋盘 为 两 部 分 ,每 
部 分 均 含 奇数 个 小 方 格 , 所 以 与 第 一 条 
水 平 线 相交 的 骨牌 必 为 奇数 个 ,第 二 条 水 
平 线 分 4 X (2 一 1) 棋盘 为 各 含 偶数 个 小 
图 15 方 格 的 两 部 分 ,所 以 与 第 二 条 水 平 线 相交 的 
骨 了 牌 必 为 偶数 个 ,同样 与 第 三 条 水 平 线 相交 
的 骨牌 为 奇数 个 ;而 每 条 竖 直 线 分 4 X (2n 一 1) 棋盘 为 各 有 偶数 
个 小 方 格 的 两 部 分 , 故 每 条 坚 直 线 与 骨牌 相交 偶数 个 . 计算 与 所 有 
水 平 线 竖 直线 相交 骨牌 的 总 数 , 它 至 少 有 
lj 十 2 十 1 十 2Xx (2n 一 2) == 4n 个 ， 
& F fim 4 X On 一 1) 棋盘 的 骨牌 总 数 4n 一 2 ,矛盾 . 
2.4 X 2n FAA, 
类 似 地 计算 与 所 有 水 平 线 . 坚 直 线 相 交 的 骨牌 总 数 ,至 少 有 
2X3+2X (2n—1) =4n4+ 4, 
多 于 履 盖 4 X 2n 棋盘 的 骨牌 总 数 42 ,了 矛盾. 


(四 ) im AER Bg / MEA 


AT SEW) A ABC, RGR LAS 人 BLC, 我 们 来 讨论 覆盖 
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AABC 的 最 小 正方 形 . 

先 讨 论 正方 形 是 AABC 的 最 小 覆盖 的 必要 条 件 : 

1. 如 人 4BC 至 少 有 两 顶点 不 在 正方 
形 的 周 界 上 , 则 如 图 16 将 正方 形 略 加 缩小 
仍 能 覆盖 AABC, 所 以 原 正 方形 不 是 
八 ABC 的 最 小 覆盖 . 

2. 如 人 4BC 有 两 项 点 ALB 在 正方 形 . 
的 周 界 上 ,第 三 顶点 (人 AEE, A AB 
不 是 正方 形 的 对 角 线 , 此 时 如 图 17 将 
和 4BC 绕 4 作 适 当 旋 转 至 人 4B'C' ,使 B'， 图 16 
C 在 正方 形 内 ,由 情况 1, 原 正 
方形 不 是 人 A4BC 之 最 小 覆盖 . 

3. 如 果 AABC 三 顶点 都 
在 正方 形 的 周 界 上 . 

Ci) Æ AABC 的 边 不 在 正 
方形 的 边 上 , 且 三 顶点 均 不 是 
EACH HA, 如 图 18 将 图 17 
八 ABC 略 作 平移 得 和 俯 4’B'C' ,由 情况 2 原 正 方形 不 是 A4BC 之 
最 小 覆盖 . 


(ii) 若 A4BC 的 一 边 在 正方 形 的 边 上 ,A4BC 的 另 一 顶点 在 
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正方 形 该 边 的 邻 边 上 , 此 时 如 图 19 将 A4BC 略 作 平移 得 
A4'BC' ,由 情况 2 或 情况 1 原 正方 形 不 是 人 4BC 之 最 小 覆盖 . 
由 上 讨论 可 知 : 若 正 方形 是 人 4BC 的 最 小 覆盖 , WES 
AABC 的 关系 只 可 能 是 直列 情况 : 
a. AABC 的 最 长 边 是 正方 形 的 对 角 线 , 另 一 顶点 落 在 正方 形 
内 . 
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图 20 图 2] 

b. AABC 的 三 顶点 在 正方 形 的 周 界 上 ,三 角形 的 边 不 在 正方 
形 的 边 上 , 且 有 顶点 与 正方 形 的 顶点 重合 . 

c. AABC 的 一 边 在 正方 形 的 边 上 , 男 A 
一 顶点 在 正方 形 该 边 的 对 边 上 . 

BLAS SBC, RTT A RK it 
BS me AABC 的 最 小 正方 形 的 边 长 . 

A. Æ ZB<45°, Ml) /A<45°, ZC 
90° D AB AX fi eZ ETE i tt A4BC， 人 
H#BAEA ERE 人 4BC, 此 正方 形 的 á 
对 角 线 不 能 小 于 4B, 所 以 以 AB 为 对 角 线 图 22 
的 正方 形 是 覆盖 AABC 之 最 小 正方 形 , 其 边 长 为 2 

B. Æ ZB > 45° 5 >a; 

由 于 ZB > 45°, 情 况 a 不 可 能 出 现 . 


讨论 情况 b 的 正方 形 边 长 , 设 CC4F ， 
一 a, 则 由 AF = AE 有 


bcosa = csin(A + a) = c(sinAcosa, 


-+ cos Asina) 
tow = b — csinA 
Be = ccosA ” 

b 
AF = bcose = 一 一 一 一 
V 1 + tg’a 
_ bccosA A 28 
Jb +c — 2bcsinA 

由 图 23 知 


h, =csinA < csin (A + a) = AE = AF = beosa < 6, HA 
h <c. 

我 们 指出 AABC 的 顶点 五 或 C 在 正方 形 顶 pile b 不 可 
能 发 生 FXE AT Mm EENE hea, 5% > a Fi. 


BC 在 正方 形 边 上 的 情况 e 的 正方 形 边 长 等 于 = 25. 


AC 在 正方 形 边 上 的 情况 c PRERE ETMA hs >b, Bp 


SR >b. hFfa<b, <2R, Bh, >b, RoE a = b,c = 2R, Bl 


ANABC AFERA AE., 5 ZB > 45° FJA. 
同样 AB 在 正方 形 边 上 的 情况 ,也 不 可 能 发 生 . 
所 以 ,此 时 最 小 覆盖 正方 形 的 边 长 为 : 

l bccosA bc 
ee VB et DbesinA 2R] 
C. / B > 45°, X La: 

此 时 至 在 正方 形 顶 点 处 的 情况 b 也 能 发 生 , 事 实 上 有 e E 


(One — B),(@ BE = BF, asin(B + a*) = ccose’. 
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4 f(a) = asin(B + a) — ccosa, 由 于 E 


ab _ab—2Ree 
JO) = asinB—~ c= 5B -oR 
<0; 
IC bc 
Ia 一 已 ) 一 4 一 csn2 一 4 一 7 一 


0, RUA a" © (O15 — B), f= Po 


下 证 此 时 ZC < 90°. 
若 否 , 作 4D | BC, A BD>S / 
BC, h F ZB > 45°,# AD > BD> 


BC, Bf h, > a, tjoe <a F JA. 
类 似 地 也 可 证 明 AABC 的 顶点 


C 在 正方 形 的 顶点 处 的 情况 b 也 能 ， 
ab 图 25 


bc ac 
Fa Ton <a 揭 有 5 < OSR < 
c, Bj hı Sah, <b, h., < c，, 人 情况 C 均 不 可 能 发 生 . 


becos A accos B 


也 U = 一 一 一 一 一 一 一 ,YY 三 一 一 一 一 一 一 一 ， 
JB + c — 2hcsinA Ja? + c — 2acsinB 
W — abcosC 


Ja +B — BabsinC | 
可 证 明 习 之 了 之 多 ,所 以 此 时 最 小 覆盖 正方 形 的 边 长 为 
abcosC 
Ja’ + 8 — 2absinC 
综 上 讨论 ,对 ZAS ZB SCH AABC BREN ReDIF 
方形 的 边 长 为 
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becos A bc | 


min| 一 一 一 一 一 一- 一， 
| Y B -+ c? — 2besinA 2k 


abcosC 


~va? + b — 2absinC 
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+ Th PF 


翻译 报告 
关于 Kr 与 5 的 不 等 式 


Oene Bottema 


(一 ) 引 a 


A CR 5 4) FRR AABC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 半径 ,* 表 示 
三 角形 的 半 周 长 .从 Euler 时 代 到 现在 ,已 用 各 种 方法 发 现 了 一 系 
列 关于 民 ,r 与 s 的 不 等 式 , 其 中 最 重要 的 应 用 是 Blundon' 的 一 篇 
论 X. 文中 他 对 我 们 通常 称 为 绝对 不 等 式 或 基本 不 等 式 的 一 个 关 
于 R,r 与 ;的 不 等 式 作 了 研究 ,发 现 这 个 不 等 式 不 仅 对 任意 三 角形 
者 成立, 而 且 反 过 来 ,R,r 与 ;满足 这 个 不 等 式 的 三 角形 必定 存在 . 
换言之 , 它 是 三 角形 存在 的 必要 而 充分 的 条 件 . 因此 ,这 个 关于 R， 
-~ 与 5 的 基本 不 等 式 是 我 们 可 以 应 用 的 最 好 条 件 , 它 不 仅 不 能 被 改 
进 , 而 且 就 本 质 而 言 ,其它 关于 R,r 与 ;的 不 等 式 都 是 它 的 推论 . 此 
外 ,Blundon 还 通过 把 各 类 相似 三 角形 映射 到 Euclid 平 面 的 点 集 S 
上 ,给 出 一 种 直观 的 几何 解释 ,他 用 两 个 无 理 函 数 确定 5 的 边界 并 
利用 映射 证 明了 不 少 不 等 式 , 特 别 是 那些 最 强 的 线性 不 等 式 和 某 
些 类 型 的 二 次 不 等 式 . 

为 完整 起 见 , 我 们 将 在 (二 ) 中 导出 基本 不 等 式 , 在 (三 ) 中 我 
们 介绍 一 种 略 异 于 Blundon 的 几何 上 瑞 射 , 并 证 明了 S 的 边界 是 一 
条 熟知 的 Steiner 内 摆 线 (的 一 部 分 ). 在 (四 ) 中 我 们 用 几何 解释 的 
方法 来 验证 某 些 熟知 的 线性 不 等 式 . 在 (五 ) 中 我 们 处 理 二 次 不 等 
式 , 将 着 重 给 出 由 Nakajima 得 到 的 一 个 不 等 式 的 证 明 , 并 得 到 另 
一 -个 更 强 的 不 等 式 . 在 (六 ) 中 我 们 处 理 更 高 次 的 不 等 式 , 其 中 包 
括 对 由 Bager 猜测 的 一 个 四 次 不 等 式 作 出 证 明 . 
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(二 ) 基 本 不 等 式 


设 a,b,c 为 三 角形 的 三 边 长 ,我 们 令 wi = 二 一 4a 十 6 十 cyw2 王 a 
-b+c 二 4a 十 6 一 c, 则 三 角形 存在 的 充 要 条 件 是 uw 0 
G 二 1,2,3). RE E, HF 2a = u, + 4,526 = uy + u,,2¢ = u + 
di 因而 三 边 显 然 是 正 数 并 且 满 足 三 角形 不 等 式 . 

我 们 用 尺 ,7 与 ;来 表示 ;的 初等 对 称 函 数 式 , 设 玉 是 三 角形 的 
面积 ,我 们 有 下 二 75,4FR = abc, 8F? = su,uzus. 


因此 

(2.1) Uy, + u, + u, = 2s, 

(2.2) UjU,u, = Br’s, 
并 且 有 

(2.3) Uzt, 十 zaa Furt = > {a? 一 ( —c)*} =4 >) bc —4s’. 
男 一 方面 ,由 公式 


(2. 4) 十 十 ?一 7 一 4R,rr, = (s 一 5)(s —c), SS, 
AE rror 是 旁 切 圆 的 半径 ,我 们 得 到 
(2.5) rGR+r) = X Gase) = Sy be — s*. 

于 是 由 (2. 3) 52.5) 得 
(2.6) Ustts + uyu, + uu, = 4r(4R +r). 

AY, vA u; AAR AG SKA BA 
(2.7) u? — 2su? + dr(4R + ru — 8sr? = 0, 
(2.7) ER Ar A ay. 

设 R,r 与 ;是 三 个 ( 正 ) 数 , 则 三 角形 存在 的 充 要 条 件 是 (2.7) 
有 三 个 正 根 .很 明显 ,从 方程 各 系数 的 符号 可 知 它 没有 非 正 实 根 . 
因此 ,三 角形 存在 的 充 要 条 件 是 (2.7) 有 实 根 . 

Hefti u= 20 十 5, 方程 (2.7) 化 为 
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i dk. thy + 


p =| j ee, ee a d 


(2. 8) 六 十 加 十 9 一 0， 
其 中 
(2.9) p = = (12Rr + 3 — s*),qg = <s(18Rr 一 9r? — s’). 


方程 (2. 8) 有 实 根 当 且 仅 当 
(2.10) 4p? + 27e <0. 
因而 条 件 化 为 
(2.11) (12Rr + 3r? — s*)*? + s?(18Rr — 9r? — 5’)? < O. 
消去 5 与 Rrs: 项 ,左边 还 有 因 式 277? ,这 样 便 得 到 如 下 关于 尺 ,r 与 
s 的 基本 不 等 式 ; 
(2. 12) I = (Ê + er + 12Rr* — 20Rrs* + 48R’r’* — 4R’°S: 
+ 64Rir < 0. 

A] BRP SAI RS RA RRAKT RAH 
无 理 式 . 这 样 便 可 导出 由 Blundon 给 出 的 形 如 方 (Rr) Ss Ss 
f,(Ryr) 的 不 等 式 ， 


(=) JL fH] fe FE 


为 了 研究 满足 (2. 12) 的 三 元 数组 Ros ,我 们 注意 到 1 显然 
是 一 个 齐 次 多 项 式 , 因 而 只 须 考虑 R,r 与 ;的 比值 关系 即 可 . 为 此 ， 
我 们 引入 由 下 式 确 定 的 变量 z 与 y: 
(3.1) Rr =r,Ry =s, 
从 而 可 得 
(3. 2) k =z? +y yY +122? —20ry? +4827 ~—4y’ +642 <0. 
我 们 把 x,y 看 作 Euclid 平 面 U 上 的 点 的 Decartes 坐标 以 便 给 出 几 
何 解 释 . 那么 ,满足 (3. 2) 的 值 rz,y 对 应 于 位 于 第 一 象限 z 0,y 
>0 且 以 方程 一 0 的 曲线 天 为 边界 的 某 一 区 域 C LAA. 由 这 个 
方程 可 以 得 知 天 的 某 些 简单 性 质 . 它 是 一 条 四 次 曲线 . 由 于 天 与 
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无 穷 迹 直线 / 没有 实 交 点 (事实 上 ,天 与 1 相 切 于 UU 的 迷 癌 点 ), 它 
必 位 于 平面 的 某 一 有 限 区 域内 . 进而 可 知 天 通过 原点 O, 而 由 y 只 
ARKEA ELA OX 轴 为 对 称 轴 . 通过 确定 它 的 可 能 存在 的 二 重 
所 ,或 者 根据 二 0 实际 上 是 一 个 关于 的 二 次 方程 ,我 们 可 以 得 
AK 的 更 多 性 质 ， 

我 们 还 可 以 改 用 另 一 种 方法 来 研究 曲线 K. 当 (2. 10) 式 取 等 
号 时 ,方程 (2.7) 有 两 个 相等 的 根 ,因而 三 角形 为 等 腰 三 角形 . 可 
见 上 上 的 点 (位 于 第 一 象限 ) AFE M Haki. 在 八 ABC 中 ， 
MWR AC = BC = a 以 及 人 BAC = gq, 那么 

AB = c = 2acos¢,hc = asing, F = a’singcosy, 

s =a(1 + cos¢) ,r = asingcos¢/(1 + cosp), R = a/(2sing), 
从 而 有 
(3. 3) x = 2cosP(] — cosp), 

y = 2sing(1 + cos¢), 

IX FER TE] VA A RE Be PIERS HAR K. BABAR NMOS 
< 2z] ,而 我 们 感 兴趣 的 是 C0 < p< /2] 这 一 部 分 . 作 代 换 tg +? 


= t, 我 们 得 到 
(3. 4) T= 4 (+ ,y= 81427) :, 
于 是 得 知 :K 是 一 条 四 次 有 理 曲 线 . 这 条 曲线 必 有 三 个 二 重点 . A 
易 验 证 满足 dzr/dt = dy/dt = 0 的 t= a VB ot; 一 一 二 V3 3 以 
K t, = œ, AK, KEZAR A, 

AS V3) AMS — = V3), 

A;(— 4,0). l 
我 们 还 有 4,4, = 4A = 44 = 343 ,这 表明 :上 述 炎 点 是 等 边 
三 角形 的 三 个 顶点 . 现在 已 经 看 出 ,KK 是 一 条 众所周知 的 曲线 ; 
Steiner 内 择 线 . 

374 


K 的 图 形 如 图 1 所 示 . CAO 与 D(0,2). 中 心 是 M( 一 1， 
0) ,三 条 尖 点 处 的 切线 都 经 过 M 点 . 外 接 圆 与 内 切 圆 半径 分 别 为 3 
与 1. M 满足 (3.2), 因 而 天 的 所 有 内 点 也 都 满足 (3. 2). 对 我 们 的 
问题 来 说 ,只 须 考虑 第 一 象限 内 的 点 .结论 是 :坐标 二 盖 0,y>0 满 
足 基 本 不 等 式 的 点 的 集合 是 由 开 OR AO,AD 以 及 直线 OD 所 
围 成 的 区 域 G. 


OD 上 的 点 不 属于 G( 它 们 对 应 
着 退化 三 角形 ) ,而 其 它 边界 点 则 属 
FG. A, 为 等 边 三 角形 的 映 象 ,对 于 
OA, ERS RANA O<e<a/3 3 
HO<t<4 ENSIMA > 


x/3 Wy EE AER, 对 于 
4 万 上 的 点 ,有 /3 和 过 pp< /2 或 者 


V3 莹 + 之 1, 它 们 是 项 角 7 < 


x/3 的 等 腰 三 角形 的 映 象 .K 在 由 
十 线 围 成 的 三 角形 OAD A IFAM O04 与 41D 是 凸 的 ,这 一 点 
很 重要 . 
我 们 把 除去 A 的 G 上 的 所 有 点 (的 集合 ) 用 G' 来 表示 . 


(四 ) 线 性 不 等 式 


(2.12) 必然 是 关于 Ror 与 :的 最 强 的 不 等 式 ,等 号 仅 对 等 腰 
三 角形 成 立 . 所 有 关于 Ror 与 s 的 其 它 不 等 式 都 比 它 弱 ,但 它们 可 
以 是 更 优美 或 次 数 低 于 4 的 较为 简单 的 不 等 式 . 它们 中 有 许多 都 
已 收入 最 近 出 版 的 专著 [3]( 下 文 记 为 G7) 里 . 我 们 注意 到 关于 边 
a,b,c 或 角 a,B,7 对 称 (大 多 如 此 ) 的 不 等 式 常 可 表 为 关于 R,r 与 
s 的 不 等 式 , 这 是 由 于 关于 a,b,c 的 初等 对 称 函数 式 可 表示 成 
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a 十 b + c = 25, 
bc + ca + ab = s? + (4R +r)r,abce = 4Rsr. 
我 们 痛 先 来 处 理 一 些 线性 不 等 式 . 
直线 x 一 过 通过 4 并且 G 上 的 其 它 点 都 在 它 的 左 侧 . 因而 有 


r< 5M 

l 
这 就 是 Euler 不 等 式 (G1,5. 1). 另外 ,y = 5 V3 通过 A IFAC 
在 它 的 下 方 .从 而 有 y < > J3 , 即 


(4. 2) ;TVIR, 


这 也 是 熟知 的 (GI,5.3). 很 明显 , 任何 通过 A, 而 不 与 三 角形 
OAD 相交 (于 其 它 点 ) 的 直线 都 产生 一 个 线性 不 等 式 . 作为 例子 ， 
我 们 来 看 Janic 不 等 式 (G1,5. 33): 

(4. 3) s¥3 <5R-r, 

这 显然 是 成 立 的 ,因为 G' 在 直线 x+ 十 yv 3 一 5 一 0 的 下 方 . 另 一 
例子 是 由 Gerretsen 等 (GI,5. 29;7.2) 证 明 的 不 等 式 sV 3 <r, 
十 十 7.), 它 等 价 于 

(4.4) s¥3 <4R4r 

(由 (4.1) 知 它 改进 了 (4.2)), 这 个 不 等 式 可 以 从 C 在 直线 
r+ 一 yv 3 十 4 二 0 的 下 方 推出 .用 这 种 几何 解释 的 方法 很 容易 导 
出 最 强 的 线性 不 等 式 : 它 们 表示 G' ERROA 的 上 方 以 及 在 直线 
DA, 的 下 方 . 从 而 有 y 宇 3v 3z, 即 

(4.5) sx3V3r, 

这 是 众所周知 的 (GI,5. 11), BIER yS (3vV 3 一 424+ 2,8 
此 可 推出 Blundon 不 等 式 (G1,5. 4); 
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(4. 6) s<2R4+ (3V3 —4)r. 
(五 ) 二 次 不 等 式 


现在 我 们 考 虚 某 些 关 于 R,r 与 ;的 二 次 不 等 式 . 按 我 们 的 几何 
解释 ,这 些 不 等 式 表 示 区 域 G' 位 于 某 一 确定 的 二 次 曲线 的 内 部 或 
外 部 . 用 RR 与 7 来 表示 5 的 最 小 值 的 一 般 形式 是 之 7 十 2A rR | 
+ A,R?, By? IAr + 2x 十 可 ,等 号 当 二 次 曲线 以 OX 为 对 称 轴 
时 成 立 , 当 曲 线 通 过 A, 与 O 时 有 4 二 0 以 及 4a, = 27 — A. 
我 们 考虑 函数 
GD Ar = Ax? y + FT =~ Adz. 


如 果 我 们 把 由 (3.4) 给 出 的 天 的 点 (的 坐标 ) 代入 上 式 , 并 设 产 
= z, 那 么 由 于 f 必定 有 因子 x 与 (3z 一 1) ,因而 可 以 得 到 
(5.2) fæ) = 2y(1 2) Bz — 1?2{A, 一 3)z 

一 (A, 十 5)). 
对 于 天 在 第 一 象限 的 点 ,我 们 有 0 二 z 二 1. 由 (5.2) 推 知 当 且 仪 当 
A +5 SOW f(z) 之 0 成 立 .这 样 我 们 便 证 得 了 下 面 一 类 不 等 式 、 
(5.3) 2> hr + (27 ADrR, À > 5. 


ALA ae $8 9 —P A, = — 5 给 出 ; 

(5.4)  s* > (16R 一 5r)7 

它 是 由 Steinig (GI, 5. 855. 17) 发 现 并 被 Blundon 认定 为 最 佳 的 一 
个 不 等 式 . 由 尺 之 2r 可 知 另外 的 这 类 不 等 式 都 较 弱 . 4 A, = 3 时 ， 
有 

(5.5) 5 > 3r(4R +r), 

它 早 在 一 世纪 前 就 被 证 明 过 (GI,5.5;5.6), 当 办 = 0 时 得 到 的 是 
如 下 优 关 的 不 等 式 (GL5. 127: 


(5.6) s?> “ Rr. 
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(5. 4)《5.5) 与 (5.6) 分 别 表示 GC’ 在 某 一 椭圆 、 双 曲线 与 抛物 线 
的 外 部 . 现在 我 们 试图 导出 s: 的 最 大 值 , 即 形 如 s? 坟 jpr? 十 2porR 
十 uak? WHF. 

当 对 应 的 二 次 曲线 区 = (ha? + 2px + p IÈ A, 5 DE, A ps 
二 4, 及 Am 十 4m = 11, 于 是 我 们 来 考虑 函数 


(5.7) glz, y) = wz’ — y + 5d 一 pat 4. 


如 果 把 (3.4) 代入 , 则 g(z) 必 出 现 因子 1 一 z 与 (3z 一 1)*. 从 而 可 
以 得 到 | 
(5. 8) glz) = 20 +2) (1 一 z)(3z — 1)’ 

X {d — m)z + 2}, 
HEE AT A AS SB ole) oor RRA. 另外 ,由 
g(X,y) 之 0 对 z= 二 0,0 过 yy 过 2 成 立 , 我 们 即 可 导出 下 列 一 类 不 
等 式 ， 
(5.9) Fp prR + 4R’, 


其 中 pg S 3, 最 强 的 一 个 对 应 于 jn = 3: 
(5.10) s?<3r?+4rR+ 4R’, 
这 是 为 Steinig(GI,5. 8) 所 证 并 被 Blundon(GI,5. 9) 证 明 是 此 类 
REAP REG. 
(RT Ar? + 2A7rR + AR? Ss? S ar? + erR + wR’ HE 


它 最 佳 式 , 如 一 97? + 19Rr 一 SR S s? <7r? + Rr + ZR’, J 


[5 |—— 译 者 注 ) 

Nakajima(GI,7. 3) 不 等 式 可 化 为 
(5.11) AR +V Srs, 
这 就 是 说 ,对 G 上 所 有 点 都 有 h(x,y) SO. 曲线 及 (x,y) = 0 是 经 
过 4 与 DD 的 一 条 双 曲 线 五 ,而 这 个 不 等 式 表 明 : 吾 的 DD 与 4 之 
间 的 跌 位 于 天 的 同样 两 点 间 的 弧 的 上 方 (5H 的 男 一 支 位 于 对 称 轴 
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(5.12) AG) =40 十 pf JZE — t)? — 162 

十 (1+ 大) 上 
由 于 万 通过 ATEA AG = = 73), RM DE = 1) 及 其 关 
于 O 的 对 称 点 DG = 一 1),h() 必 有 因子 eA r) 与 
(t 一 = 3)’ 于 是 可 以 得 到 
(5.13) AD =40 +AA — ry V3 —t) 

X G+6/3t~ 6 — SSVIt -一 tt), 
对 此 我 们 要 考虑 的 是 VY 3 安达 1. 因为 最 后 一 个 因 式 可 写成 

(1 一 #4) + SZA — #) 十 6 一 2) 


+ C2V3 = 40+ 20-9), 
i S0<¢< 1H LAPS AER MAG 之 0, 从 而 (5. 1D 得 
证 ,现在 我 们 想 用 另 一 条 过 4, 与 DD 的 双 曲 线 J( 以 O 为 中 心 ) Ha 
W K AM 41D, 这 样 来 选取 J 看 来 是 可 行 的 ,即使 它 与 K 相 切 于 
D( 对 于 双 曲 线 及 来 说 ,这 不 可 能 ). 其 切线 是 y = + 2. 据 此 条 件 
我 们 可 得 到 J 的 方程 : 
(5. 14) j(tz,y) = (11 — 6V 3)2? + 2ry— y +4=0, 
这 确实 是 我 们 所 要 的 双 曲 线 .把 (3.4) 代入 j(x,y), 我 们 有 
(5.15) jG) = 404+ #) {401 — 673) — 2?) 

十 164(] — t) — 1642 + C1 + 27)*}. 

HJATA G= 2 3), Lit DU = 1) D E= 1, 
ji) MAA E > EDHI, (1 一 2)? 与 (1 十 ,我 们 可 得 


(5. 16) j@) = 2a HE) (1 A 十 2) 
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x ee VBI + +208) 


+ (-1+2V3)t? + (15 一 8V 3 De*}, 

从 而 | 
gt) 20,0<t<l, 

等 号 仅 当 t = = V3 时 成 立 ,这 样 我 们 便 证 得 
了 不 等 式 
(5. 17) 5 <4R? Hrs + 11 — 673 )r’, 
这 看 来 是 一 个 新 的 不 等 式 , 它 比 Nakajima 不 等 图 2 
式 要 强 ; 由 (4.5) 知 (5.11) 与 (5.17) 右边 的 差 
TAII 一 18)r(s 一 3V37) 之 0.J 的 弧 AiD 


夹 于 天 与 五 的 相应 弧 之 间 . 


(和 六) 高 次 不 等 式 


同样 的 方法 可 以 用 来 处 理 高 次 不 等 式 , 为 此 ,我 们 应 该 在 映射 
平面 上 确定 区 域 G 相对 于 某 一 高 次 曲线 的 位 置 ,我 们 举 两 个 例子 . 
在 关于 三 角 不 等 式 的 一 篇 论文 里 ,Bagert4 提出 如 下 猜想 ; 
(6.1) > ,cosBcos7 之 = 43 || cosa. 
根据 
(6.2) > cosBcosY = (r? + s$ — 4R?) /(4R°), 
meosa = {s* — (2R + r)*}/(2rs), 
它 可 化 为 
(6. 3) rsr? + $ — 4R*) 
一 号 VSR2 人 2 — QR +r)*} >o, 
或 
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£6. 4) t(Czyy) = 三 TY 十 交 一 4) 

+o V3 (x? — y’ + Ar +4) >0, 
这 是 一 个 四 次 不 等 式 , 四 次 方程 1 二 OM HA LAT DA A,. 进 一 
步 的 讨论 可 知 , 工 在 带 形 0 志 x <> 中 的 点 由 三 条 弧 组 成 ,一 条 是 
MD Bi) A, 的 弧 2, 第 二 条 在 4 的 上 方 (以 OY 为 渐 近 线 ) ,第 三 条 在 
OX 的 下 方 .因此 我 们 必须 证 明天 的 弧 DA 在 5 的 下 方 . 把 (3. 4) 
RA lay), BNA 
(6. 5) lL = zyl + y’ — 4) 

= FG HATEB — eC 324 + 1222 + 1) 
以 及 | 
66) b=2—yt+ar+4 

= 401 +H PA —#)%c — 622 + 1). 
注意 到 工 经 过 的 二 重点 AC = 二 V3), 因 而 通过 若干 代数 运 
算 之 后 便 可 以 得 到 
CE 


X(3 4328 +62’ 一 6V 3 如 一 786 一 92 V3t 98 十 54 V 3 £ + 
54t 十 9W 3). 
最 后 一 个 因 式 可 写成 
(6.8) 3432+ 67° +643 A — t) + 78°C] 2) 

+ 547/30 — E) + 54401 — t?) 

+ 20(1 — t) + 2037 -19 V3)H4+3V73, 
上 式 当 0 < 上 < 1 时 为 正 .因而 /Go) 之 0 对 0 声 t1 达 1 成 立 , 于 是 猿 
想 (6. 1) 得 证 . 这 是 一 个 很 强 的 不 等 式 ,因为 可 以 证 明 强 5 在 直线 
DA 的 下 面 . RE LEC 的 外 面 但 它 穿 过 直线 构成 的 三 角形 
ODA,. 

我 们 来 考虑 与 (6. 1) 很 相近 的 另 一 个 不 等 式 . 与 (6. 2) 类 似 的 


381 


有 

(6. 9) Hes a= Ls 

而 作为 (5. 10) 的 一 个 推论 ,有 不 等 式 
(6.10) | [te a> | | cose, 


这 促使 我 们 来 比较 > )cospcosy 与 了 V3 [tg 过 a 的 大 小 . 
我 们 将 证 明 Bager 不 等 式 

(6.11) 73 II a X cosĝcosY > 0, 

BY = KARR 

6. 12) 9V 3 R’r — s(r? + s? — 4R?) > 0, 

或 者 

(6. 13) m(z,y) =9/32— (z? + y’— Ay >So, 


我 们 仅 用 图 解法 来 证 明 .m(z,y) = 0 的 曲线 关于 O 对 称 ,是 一 条 
( 环 ) 流 形 曲 线 , 仅 有 的 一 REALL ATE OX 当 工 充分 大 时 y 为 正 


数 , MM 经 过 A CA, 处 的 切线 斜率 为 正 数 广 TAE E DA, 的 斜率 
小 )， 也 经 过 (此 处 切线 的 斜率 为 让 V3 , 比 DA, 的 斜率 大 ) ,还 经 


过 0( 为 拐点 ,此 处 的 切线 为 y= 一 了 V3x) 以 及 D'.M 与 DA 的 
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第 三 个 交 扣 在 线段 DA 之 外 . 综合 上 述 各 点 我 们 很 容易 作出 M 的 
草图 (图 3). 区域 C 在 对 的 下 方 , 可 见 (6. 13) RZ. 特别 值得 注意 
的 是 M 通过 C 的 三 个 顶点 ,等 号 对 等 边 三 角形 ,也 对 退化 的 等 腰 
三 角形 成 立 ( 例 如 当 a= 0,8= 二 7==x/2 时 取 等 号 ,但 当 a 二 x,p = 
了 二 0 时 不 取 等 号 一 一 译 者 注 ). 另 一 方面 , 它 并 不 是 个 很 强 的 
不 等 式 , 因 为 M 甚至 没有 进入 直线 三 角形 ODA, t. 


(E) 注 记 


有 些 不 等 式 只 对 锐角 (或 钝 角 ) 三 角形 成 立 . 众所周知 , 当 ; 
一 -2 有 R 分 别 为 负数 , 零 与 正 数 时 ,三 角形 各 为 锐角 ,直角 或 印 角 
三 角形 . 在 映射 平面 U 上 ,方程 y 一 xz 一 2 二 0 表示 过 DD 以 及 在 K 
HOA 上 的 点 EC(Y 2 一 1, V2 十 1) 的 直线 nn, 其 中 下 对 应 于 

t=V2—1=tg 
并 且 是 直角 等 腰 三 角形 的 映 象 . 直线 分 区 域 G 为 两 个 子 区 域 G， 
与 Gs, 其 中 Cl PA OD,n AWM OF 为 边界 G, 以 n, 9 DA, 5 EA, 为 
边界 .G1(G,) 上 的 点 对 应 着 钝 角 (锐角 ) 三 角形 , 这 一 点 已 被 
Blundon 注意 到 了 . 几何 映射 可 以 用 来 证 明 对 锐角 (或 钝 角 ) 三 角 
形成 立 的 不 等 式 ( 图 2). 

详 后 记 。 本 文 原 题 :Inequalities for R,r and s, 译 目 :Univ. Beograd. 
Publ. Elektrotehn, Fak, Ser, Mat. Fiz. ,No. 338 一 352(1971) ,27 — 36. 本 文 
作者 Bottema 是 一 位 杰出 的 几何 学 者 ,他 发 表 了 447 篇 论文 ,出 版 了 10 本 书 ， 
其 中 最 为 人 熟知 的 是 他 与 南斯拉夫 四 位 同行 Djordjevic ,Janic,Mitrinovic, 
Vasic 合 著 的 《几何 不 等 式 》(Geometric Inequalities ,1969; 有 单 垃 的 中 译本 ， 
北京 大 学 出 版 社 ,1991 年 ). Bottema 教授 于 1992 Æ 11 月 30 日 逝世 ,享年 90 
岁 ;他 的 文 著 目 录 收 入 在 1987 年 11 月 (Nieuw Arch. Wisk. 》 刊 登 的 一 篇 纪念 
文 草 中 ,有 兴趣 的 读者 可 查阅 . 
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决 问 


梁 定 祥 猜 想 与 哥 德 巴赫 猜想 


武汉 大 学 数学 系 高 È 


(一 ) 数 论 的 五 大 特 操 


数论 是 数学 中 最 古老 的 一 个 分 文 , 它 的 起 源 , 可 以 追溯 到 人 类 
文明 的 起 源 一 一 记 数 与 平均 分 配 一 一 自然 数 及 其 整除 性 . 

数论 又 是 数学 中 最 有 趣 的 一 个 分 支 , 自然数 以 及 后 来 的 代数 
整数 .超越 数 的 奇妙 性 质 , 吸 引 了 许多 如 阁 如 迷 的 爱好 者 ,他 们 的 
职业 五 花 八 门 , 但 业余 爱好 都 是 数论 . 其 中 成 就 最 著名 的 要 算法 国 
的 费 尔 马 (Fermat) 律 师 , 更 不 要 说 专门 从 事 数 学 研究 的 大 师 们 
了 ,从 欧 几 里 德 . 毕 达 哥 拉 斯 ,到 欧 拉 、 高 斯 、. 雅 可 比 、 勒 让 德 ,几乎 
著名 的 数学 大 师 们 都 研究 过 数论 . 

数论 义 是 数学 中 最 易于 入 门 的 一 个 分 支 , 因 为 它 专 门 研 究 自 
然 数 、 代 数 整 数 等 的 性 质 ,大 学 生 、 中 学 生 , 其 至 职员 、 工 人 农民 都 
能 理解 数论 的 某 些 问题 ,并 尝试 着 去 解决 . 

数论 又 是 数学 中 最 具有 生命 力 的 一 个 分 支 . 在 探求 数论 问题 
时 解答 过 程 中 ,进发 出 的 思想 火花 往往 照 亮 了 其 它 数 学 分 支 的 前 
程 . 库 黑 (Kumrmer) 在 求解 费 尔 马 (Fermat) 大 定理 时 创造 的 “理想 
数 (ldeal Number)”, 其 思想 移植 到 代数 学 中 去 ,成 为 抽象 代数 的 
重要 基础 之 一 一 一 理想 (ldeal). 没有 “理想 ”的 概念 ,抽象 代数 的 
结构 是 很 难 完善 地 形成 的 . 这 类 例子 还 有 不 少 . 

如 果 说 数学 名 分 支 的 难题 之 间 不 便 比 较 谁 更 难 - - 事实 上 人 
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们 知道 有 的 数论 难题 是 对 人 类 的 智慧 挑战 一 一 的 话 ,那么 可 以 说 
数论 是 数学 中 难题 最 多 的 一 个 分 支 . 往往 为 了 解决 某 个 数论 难题 ， 
因为 认识 的 深化 , 却 又 派生 出 了 多 个 新 难题 . 从 这 个 意义 上 讲 , 能 
提出 新 的 数论 问题 也 是 一 个 贡献 . 


(二 ) 一 位 爱好 数论 的 老农 


对 数论 有 了 以 上 初步 的 共识 之 后 ,我 们 可 以 进入 正题 了 . 

前 两 年 ,在 中 国 科 学 院 武汉 数学 物理 研究 所 等 单位 工作 的 武 
大 校友 周志 平和 徐 平 ,给 我 送 来 了 一 包 材料 . 打开 一 看 ,是 广西 大 
学 数学 系 麦 积 华 教授 的 一 封 信和 周 、 徐 等 人 通过 电子 计算 机 验算 
并 打印 出 的 数据 结果 . 他 们 二 位 在 校 的 时 候 听 过 我 的 课 , 也 知道 我 
的 兴趣 在 数论 方面 ,所 以 把 这 包 材料 送 给 我 看 ,并 对 我 讲 了 下 面 这 
个 有 关 数 论 问 题 的 真实 故事 . 

海南 省 的 一 位 农民 梁 定 祥 , 已 经 五 十 出 头 了 ,在 劳动 之 余 , 爱 
看 书 , 爱 思索 . 他 发 现 了 自然 数 的 一 个 规律 ,从 1 开始 ,把 自然 数 逐 
一 代入 验算 ,还 没有 发 现 不 适合 的 ,但 他 无 法 证 明 . 于 是 就 向 一 些 
知名 大 学 、 科 研 单位 发 函 , 说 明 自 己 新 发 现 的 规律 ,并 请 求 专家 指 
教 如 何 证 明 . 广西 大 学 数学 系 麦 积 华 教授 是 认真 回信 的 一 位 . 信 中 
虽然 没有 为 梁 定 祥 指 点 迷津 ,但 是 高 度 评价 梁 定 祥 的 新 发 现 ,并 热 
情 地 鼓励 梁 定 祥 继 续 努 力 . 在 1992 年 湖北 省 暨 武汉 数学 会 理事 会 
换届 的 大 会 上 ,我 向 与 会 代表 介绍 了 梁 定 祥 的 新 发 现 , 称 之 为 梁 定 
祥 猜 想 "1, 建 议 有 兴趣 的 同志 共同 研究 . 散会 也 确 有 同志 找 我 谈 
过 ,但 是 我 们 至 今 都 无 法 予以 证 明 . 现在 我 借 此 机 会 向 大 家 作 一 个 
介绍 . 
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(=) Ay WO HR ae FE A 


梁 定 祥 发 现 的 数论 规律 ,原始 命题 是 这 样 的 、 
A :6 的 任何 倍数 的 平方 ,恰好 是 两 组 挛 生 素数 之 和 . 
例如 在 数列 :6,12,18,24,30,…,6n,… 中 , 梁 定 祥 顺 次 取 数 作 
平方 再 分 拆 , 有 : 
6 一 36 一 18 十 18 一 (17 十 1) 十 (15 十 3) 一 (13 十 5)) 十 (11 十 7)， 
这 里 5,7 与 11,13 是 两 组 挛 生 素数 ; 
12? 一 144 一 72 十 72 一 (69 十 3) 十 (67 十 5) 
一 (65 十 7) 十 (63 十 9) 王 (61 十 11) 十 (59 十 13) ， 
这 里 11,13, 与 59,61 MAZER; 
18? 一 324 二 162 十 162 二 (159 十 3) 十 (157 十 5) 
=(155+7)+(153+9 =(151+11)+ (4149+13), 
这 里 11 ,13 5 149,151 是 两 组 挛 生 素数 ; 
24” =576= 288+ 288= (285 +3) + (283+5) 
= (28147) + (2794+9) = (277 +11) + (275 +13) = 
= (271+17)+(2694+19), 
这 里 17,19 与 269,271 是 两 组 挛 生 素数 ; 
30 一 900 一 450 十 450 一 (447 十 3) 十 (445 十 5) 一 (543 十 7) 
+ (45149) =*= (349+101)+(347+103), 
这 里 101,103 与 347,349 是 两 组 挛 生 素数 ; 
梁 定 祥 用 笔算 一 直 验 算 了 这 个 数列 中 的 前 一 百 多 项 ,没有 发 
现 例外 的 . 
染 定 祥 的 信子 寄 到 中 国 科 学 院 武汉 数学 物理 研究 所 之 后 , 引 
起 周志 平等 人 的 注意 ,他 们 编 好 程序 利用 个 人 计算 机 演算 , 花 了 很 
多 时 间 , 验 算 了 这 个 数列 中 的 前 六 百 多 项 ,也 没有 发 现 例 外 的 现 
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R. 一 一 当然 ,这 不 是 证 明 , 但 是 令 人 倾向 于 接受 这 个 猜想 . 
更 为 有 趣 的 是 ,周志 平 与 徐 平 分 别 编程 序 上 机 验算 ,程序 的 细 
节 不 完全 相同 . 以 12? 为 例 ; 
12?=144=724+72, 
其 中 一 位 是 从 36 的 附近 开始 分 拆 : 
12 一 (35 十 37) 十 (33 十 39) 一 (31 十 41) 十 (29 十 43)， 
这 里 29,31 与 41,43 是 两 组 挛 生 素数 , 另 一 位 是 从 72 的 附近 
开始 分 拆 : 
12 一 (69 十 3) 十 (67 十 5) 一 (65 十 7? 十 (63 十 9) 
=(61+11)+(59+13), 
这 里 59,61 511,13 PAE BH. 
IX BEAR 12? = (314+41)+ (29+ 43) = (61411) + (59+13) 
分 拆 为 两 组 挛 生 素数 之 和 的 方法 不 唯一 . 
这 并 不 是 唯 有 的 例子 ,还 有 : 
18? =162+162=(151+11)+(149+13) 
=(103+59)+ (101 +61) 
有 两 种 方式 分 拆 为 两 组 挛 生 素数 之 和 ; 
24” = 288 +288 = (281 +7) + (283+5) 
一 (271 十 17) 十 (269 十 19) 一 (229 十 107) 十 (179 十 109) 
= (181+107)+(179+109) 
有 四 种 方式 分 拆 为 两 组 挛 生 素数 之 和 ; 
30° =450+450=(17+433)+ (19+431) 
= (29+ 421)+(314+419)) = (101 +349) + (103+347) 
= (139+311)4+ (1374-313) = (179+ 271) + 181+269) 
有 五 种 方式 分 拆 为 两 组 挛 生 素数 之 和 ; 
我 们 猜想 :分 拆 方式 的 数目 随 着 被 分 拆 数 的 增 大 而 增加 . 
染 定 祥 猜 想 还 可 以 改 述 为 等 价 命题 A' : 
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自然 数 的 平方 的 36 倍 , 即 36m? ,至 少 可 用 一 种 方式 分 拆 为 
BY A AE AE RL A. 


VY) SRE FEAE AS ET OS Eh a AS 


继续 上 面 改 述 命题 的 话题 , 梁 定 祥 猜 想 不 能 改 述 为 下 列 命题 
B: 自然数 的 平方 的 18 倍 , 即 1822: ,至 少 可 用 一 种 方式 分 拆 为 两 
个 素数 之 和 . 

这 是 因为 命题 B 这 种 叙述 方式 与 命题 A 不 同 :首先 放宽 了 结 
论 的 要 求 , 不 再 要 求 是 两 组 挛 生 素数 之 和 ,仅仅 要 求 是 两 个 素数 之 
Al. 以 命题 A 与 命题 B 作 比 较 , 当 n= 二 2 时 ,适合 命题 A' 即 命题 A 
和 只 有 两 种 分 拆 方式 .四 组 挛 生 素数 之 和 

36 X 2? 一 144 一 72 十 72 一 (31 十 41) 十 (29 十 43) 

=(61+11)+(59+13), 

而 适合 命题 B 的 不 止 是 上 述 四 组 挛 生 素数 包含 的 四 对 素数 
之 和 : 

18X 2?=72=31+41=29+ 43=61+11=59+13, 

还 有 ， 

18X22 一 72 一 67 十 5 一 19 十 53 一 … 

两 对 , 共 六 对 . 事实 上 ， 

72 十 72 二 (67 十 5) 十 (65 十 7) 二 (19 十 53) 十 (17 十 55) 

均 不 适合 命题 A', 即 命题 A. 

其 次 ,命题 B 的 结论 与 哥 德 巴赫 猜想 一 样 , 被 分 折 数 可 被 分 
拆 两 个 素数 之 和 ;但 是 命题 B 条 件 却 比 哥 德 巴赫 猜想 的 条 件 强 多 
了 ,命题 B 要 求 被 分 拆 数 是 形 如 187 的 特殊 偶数 ,而 哥 德 巴赫 猜 
想 只 要 求 被 分 拆 数 是 充分 大 的 普通 偶数 即 可 . 所 以 命题 B 是 在 哥 
德 巴赫 猜想 的 基础 上 大 大 倒退 ,因而 价值 不 大 . 然而 命题 A' 或 者 
命题 A 是 在 哥 德 巴 赫 猜 想 的 适用 范围 内 ,进一步 挑选 特殊 的 形 如 
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36” 的 偶数 ,并 指出 它们 具有 更 加 特殊 得 多 的 性 质 :都 至 少 能 用 
一 种 方式 分 拆 为 两 组 挛 生 素数 之 和 . 命题 A' 或 者 命题 A 并 不 与 哥 
德 巴赫 猜想 等 价 . 命题 A 与 哥 德 巴赫 猜想 都 讨论 偶数 的 素数 分 拆 
问题 ,然而 命题 A 即 梁 定 祥 猜想 的 外 延 真 包含 于 哥 德 巴赫 猜想 的 
外 延 , 所 以 梁 定 祥 猜 想 的 内 含 比 哥 德 巴赫 猜想 的 内 含 丰 富 华 丽 得 
多 . 


(五 ) 梁 定 祥 猜想 的 内 六 


正 为 人 们 倾 癌 于 承认 哥 德 巴赫 猜想 一 样 ,我 们 也 倾向 于 承认 
KEREI E. 这 不 是 出 于 类 似 宗教 的 蒙昧 ,而 是 基于 大 量 数据 的 验 
证 -- 一 我 们 知道 这 不 是 证 明 ,但 是 这 雄辩 地 影响 了 我 们 的 倾向 性 . 

基于 倾向 于 承认 梁 定 祥 猜 想 的 立场 ,我 愿意 进一步 指出 梁 定 
祥 狂 想 丰富 的 内 区 和 潜在 的 理论 价值 与 实用 价值 . 

在 数论 中 差 为 2 的 素数 对 , 称 为 挛 生 素数 对 . 如 : 

3,9;9,7;11,13;17,19;29,13;*-;101,103;*+;10°+7; 
10 +9; 

李 生 素数 对 是 否 有 无 穷 多 ?这 个 问题 在 数论 中 是 个 难题 , 至今 
未 解决 . 

进而 问 : 挛 生 素数 对 分 布 在 哪里 ?更 无 门 径 . 

而 染 年 祥 猜 想 知 能 证 明成 立 ,那么 不 仅 回 答 了 挛 生 素数 对 有 
无 穷 多 ,而 且 回答 了 它们 的 分 布 问题 :它们 分 布 在 形 如 a= 36n? 
的 整数 所 含有 的 分 拆 数 对 之 中 . 这 是 多 么 简洁 而 明确 的 回答 1 

除了 理论 上 和 价值 之 外 ,在 实际 应 用 方面 也 是 有 潜在 价值 的 . 
有 些 实际 应 用 的 问题 的 解决 ,最 终归 结 为 寻找 大 素数 . 例如 《参考 
1994 年 5 月 2 日 第 七 版 上 ,以 “六 百 多 人 用 一 千 六 百 台 计算 
要 攻关 八 个 月 破译 世界 最 长 最 难 密码 ”为 题 发 表 了 路 透 社 纽约 4 
月 26 日 电 ,电文 称 ;“ 五 大 洲 的 600 多 人 用 1600 台 计 算 机 工作 8 
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个 月 才 取 得 了 这 项 成 果 . 破译 这 个 名 为 RSA129 的 密码 是 一 件 十 
分 艰难 的 工作 . 这 个 密码 是 17 年 前 由 3 位 数学 家 和 计算 机 科学 家 
想 出 的 . 破译 这 个 密码 对 于 世界 各 地 使 用 长 数码 保护 储存 在 秘密 
商业 及 政府 安全 系统 中 的 电子 数据 有 着 深远 的 意义 .这 3 位 科学 
家 之 一 的 罗 纳 法 。 里 韦 斯 特 说 ,人 们 曾 数 百 次 企图 找 出 相 乘 产生 
RSA129 密码 的 两 个 素数 ,这 一 难题 的 破解 将 编码 人 员 今 后 在 编 
密码 时 必须 使 用 长 得 多 的 素数 . "但 是 找 大 素数 谈何容易 | 

国内 外 目前 寻找 大 素数 均 采 用 所 谓 “ 素 数 的 概率 检验 法 ”, 把 
大 概 、 也 许 、 差 不 多 是 素数 的 数 当 作 素 数 使 用 , 这 是 很 靠不住 的 、 危 
险 的 . 最 近 我 已 研究 出 准确 地 直接 判定 大 素数 的 两 种 方法 . 其 中 一 
种 方法 可 以 由 小 素数 直接 生成 大 素数 ; 另 一 种 方法 可 对 选 出 的 样 
数 判定 它 是 不 是 素数 ,其 计算 量 远 小 于 著名 Ay BR Rat (Wilson) Œ 
理 . 

我 的 方法 是 这 样 的 :奇数 p 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 : 
[Cp 一 1)/2) ! P=(—1)°*?? (mod p). 证 明 略 去 . 

那么 到 哪里 去 找 样 数 来 作 素数 检验 呢 ? 途 径 之 一 ,可 以 沿 梁 定 
样 猿 想 在 36r 的 偶数 的 分 拆 数 对 中 去 寻找 . 当然 ,要 辅助 以 其 它 
数论 知识 来 搜寻 . 

数论 发 展 到 今天 ,已 积累 了 许多 重大 的 应 用 ,她 不 再 是 高 中 人 
群 之 上 的 “ 女 旦 ”, 而 是 俯首 甘 为 竹子 牛 的 女仆 . 梁 定 祥 猜 想 的 价值 
之 一 是 它 在 实际 应 用 方面 的 潜在 价值 ,可 能 造 讶 于 人 类 . 

感谢 《初等 数学 前 沿 ) 为 我 提供 了 介绍 梁 定 祥 猜 想 的 机 会 ,以 
上 看 法 是 抛砖引玉 ,如 有 不 妥 , 敬 请 专家 、 学 者 及 其 它 有 识 之 士 指 
E. 者 能 引起 大 家 对 梁 定 祥 猜 想 的 关注 ,甚至 有 人 去 积极 研究 证 明 
染 定 祥 猜 想 ,那么 我 的 这 篇 小 文章 目的 便 达 到 了 . 
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平面 组 合 几何 问题 三 则 


中 国 科技 大 学 数学 系 ” 李 炯 生 


组 合 几 何 主要 研究 空间 中 有 限 点 集 的 集 族 所 具有 的 共同 特 
ft. 它 是 组 合 数学 与 几何 学 联姻 的 一 门 学 科 , 国际 上 有 一 支 以 著名 
数学 家 Erd6s 为 首 的 优秀 数学 家 队伍 长 期 致力 于 组 全 几何 的 人 研 
究 , 五 十 年 代 初 前 苏联 数学 家 Yaglom 和 Boltyanskii 的 着 作 《 凸 
图 形 》(Convex Figures) 以 及 60 年 代 初 德国 数学 家 Hadwiger 等 
著作 《平面 组 合 几 何 》(Combinatorial Geometry in the Plane) 系 统 
总 结 了 组 合 几 何 的 理论 与 方法 . 自从 这 两 本 名 闭 问 志 以 来 ,组 合 几 
何 研究 已 有 长 足 的 发 展 . 在 我 国 ,也 有 相当 数量 的 数学 家 与 数学 工 
作者 介入 了 这 一 领域 ,取得 了 可 喜 的 进展 . 90 年 代 初 ,河北 师 克 大 
学 数学 系 丁 仁 教 授 组 织 举 办 了 中 德 首 届 组 合 几何 学 术 会 议 , 对 促 
进 我 国 组 合 几何 研究 作出 了 贡献 . 这 里 仪 给 出 一 组 平面 组 合 几 何 
问题 , 供 有 志 于 组 合 几 何 的 同行 们 研究 和 参考 . 


(一 ) Erd6s 一 Moser 数 EM (n) 


设 S 是 平面 上 7 个 点 的 集合 . MRS 是 一 个 西边 形 的 项 点 
集合 , 则 称 S 是 凸 的 . TAER n ARA S SORKAR S 
中 距离 为 1 的 点 对 的 个 数 . 记 

EM (n)=max{f(S):S An AORA? 
RY EM (n) PRA Erdös--Moser 数 . 
问题 1 K Erdös—Moser 数 EM (n). 


GIS 


数 EM (2) 的 存在 性 是 明显 的 . 其 原因 是 ,对 于 边 长 为 1 的 正 > 
边 形 的 顶点 集合 S$, 有 f(S)=n. 因此 如 果 记 了 ={7(CS) :8 为 nn 点 
RA} nET BEA BRMES T 是 非 空 的 . 又 对 任意 一 个 
AHUREA SS 至 多 有 CC 个 点 对 ,每 对 点 间 的 距离 为 1, AE T Æ 
一 个 非 空 的 有 限 的 非 负 整数 和 集合. MAT 中 必 有 一 个 最 大 正 整 
Bl, CREM EM (mn). 中 国 科 技 大 学 数学 系 89 级 学 生 沈 建 红 应 用 
图 论 方法 确定 了 最 初 几 个 Erd6s 一 Moser 数 EM (n) HÄ: EM (3) 
=3,EM(4)=5,EM(5)=6,EM(6)=8 A] EM(7)=10. 下面 以 
EM (5) =6 为 例 来 说 明 沈 建 红 的 方法 . 

定理 1 EM(5) 一 6. 

证 明 ”考虑 图 1 所 示 的 5 点 凸 集合 S 
一 (Uis U23 U3, Vas Vs} H P Avva; 是 边 长 
为 1 的 正三 角形 ,而 vsv, 是 边 长 为 1 的 
正方 形 . 易 见 f(S)=6. H EM(5) 26. © "2 

现在 设 EM (5) 7,4 S = {vi Vs Va, 
vasvs} 是 一 个 5 点 凸 集合 ,使 得 S= 
EM(5). 4S 看 成 5 阶 图 G 的 顶点 集合 ,而 
且 对 vi,vjES, 当 距离 wo 为 1 时 顶点 v 
与 v; 相 邻 . 则 图 G 的 边 数 为 FCS) = 图 1 
EM(5) 之 7. 由 图 的 度 边 定理 得 到 ， 

dlv) +d (uz) ++ +d(u,) =2/(S) 214, (1) 

HF dw) EA G 中 顶点 wi 的 度 ,i 二 1,2,…,5. 设 d(vi) 是 诸 d (vw) 
中 最 大 者 . 由 式 (1) 得 到 ,d (wv) 之 3. 另 一 方面 ,G 是 5 阶 图 ,因此 
do 和 4. 下面 分 du) =4 A du) =3 两 种 情形 讨论 . 

情形 1:4 (vw) 二 4. 此 时 图 G 中 顶点 ww 和 其 他 所 有 顶点 都 相 
W. 换 句 话说 ,集合 S 中 点 vy 到 其 他 各 点 的 距离 都 是 1. 因此 点 v, 
U39U4, 和 vs 都 在 以 点 v1 为 圆心 的 单位 圆周 上 (图 2). 设 5S),== {v,， 
vvs) ÆR G 中 顶点 集合 S 的 导出 子 图 记 作 G. 由 于 图 G 中 
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U4 a ee 


含有 SOORA, MH dw) =—4, SKA G 
含有 fC(S) 一 4 条 边 . 由 于 js) 之 7 ,所 以 图 
Gi BY EA 3 条 边 . 设 dc (vw;) 为 项 点 vi Æ 
图 G 中 的 度 ,i 二 2,3,4,5. 对 图 G 应 用 度 p, 
边 定理 得 到 ， 

de, (v2) 十 dc (v3) + de (v,) +de, (v; ) 


之 6. (2) 
因此 必 有 某 个 i 使 得 de, (v, 22, HP 27 图 2 


委 5. 不 妨 设 do, (us) 22, HA vs 与 wu 相 邻 . 即 设 点 vs 到 v2, 
v4 的 距离 都 是 1. 于 是 人 vivzvs M Avv 是 正三 角形 . 易 见 点 v, 
和 wv 不 相 邻 . 由 于 图 G ESA 3 条 边 ,所 以 点 v 与 wu 有 一 
个 相 邻 . 设 点 vs 和 mw ARB, MAn 是 正三 角形 . 这 表明 ,vi ,v;， 
vs 三 点 共 线 , 即 S 不 是 凸 的 ,矛盾 . 因此 情形 1 不 可 能 . 

情形 2:d C) =3. 和 情形 1 类 似 可 以 证 明 , 情 形 2 也 不 可 能 . 
读者 无 妨 目 证 之 . 

于 是 EM(5) 委 6. 从 而 EM(5) 一 6. [ 

最 早 提 出 问题 1 的 是 Erdos 和 Moser[1], 他 们 于 1959 年 给 
出 了 数 EM(n) 的 下 界 :EM(n) 之 | 五 | ,其 中 [z] 是 不 超过 实 
数 x 的 最 大 整数 . 1987 年 ,Fiiredi 给 出 了 上 界 ,;EM(”) 雪 cnlnn ,这 
里 常数 c 委 12. 1991 年 Edelsbrunner 和 Hajnal[2] 将 Erdös 和 
Moser 的 下 界 改 进 为 EM (n) > 2n— 7. 这 些 结论 离 问题 1 的 解决 
还 有 相当 距离 . 看 来 问题 1 的 解决 有 相当 的 难度 . 欢迎 同行 们 进 一 
步 研 究 ， 


(|) Erdés—Szekeres 数 ESC() 


对 于 给 定 的 正 整数 有 ,k 宇 3, 用 ES(%) 表 明 这 样 的 最 小 正 整 
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数 , 使 得 当 2 之 ES(e) 时 平面 上 任意 给 证 的 无 三 点 共 线 的 二 氮 集 
9 ,总 含有 有 & 点 上 西子 集 . 数 ES(CE) 称 为 Erd6s 一 Szekeres RX. 

问题 2 ck Erdös— Szekeres 数 ES(k). 

PEH ESO) = 4. 最 早 考虑 问题 1 的 是 1935 年 匈牙利 的 
女 大 学 生 Ester Klein. 她 证 明了 ES(C4) 一 5( 见 Erd6s 和 Szekeres 
3D. 这 一 结论 受到 人 们 广泛 欣赏 ,经 常 出 现在 有 关 数 学 竞赛 的 畏 
导读 物 中 (例如 见 常 庚 哲 和 李 炯 生 主 编 的 竞赛 教程 [4] 中 杜 锡 录 教 
授 所 写 的 文章 ). 对 于 25, Ester Klein 无 法 给 出 问题 2 的 解答 ， 
六 请 教 她 的 同学 G. Szekeres. 后 来 Klein 和 Szekeres 结 为 优 债 ,而 
Szekeres 也 成 为 著名 数学 家 . 一 题 结 姻缘 ,无 疑 是 数学 界 的 一 段 颇 
有 具 浪漫 色彩 的 佳话 . 1935 年 Erd6s M Szekeres 在 文 [3] 中 首先 引 
述 了 Klein 关于 ES(4)=5 的 结论 ,并 给 出 了 Klein 的 证 明 . 然后 
指出 ,E. Makai 已 经 证 明 ES(5) 一 9. 他 们 同时 还 证 明了 下 面 的 . 

定理 2 2 十 1SESCD<| T) +2. 

Erdés 和 Szekeres 的 这 一 结论 肯定 了 数 ES(&) 的 存在 性 ,并 
给 出 它 的 界 .由 于 ES(3) 王 3 王 2 十 1,ES(4) 一 5 一 2 十 1,ES(5) 一 9 
一 2 十 1 所 以 Erdés 和 Szekeres 提出 下 面 的 

猜想 ES(E) 一 2 :十 1. 

Erd6s 和 Szekeres 的 文章 [3] 引 起 了 组 合 数 学 界 的 广泛 注意 ， 
因为 他 们 所 讨论 的 问题 2 与 组 合 数学 中 Ramsey 理论 有 着 密切 联 
系 . 着 名 数学 家 Rota 推崇 它 是 本 世纪 组 合 数学 的 一 篇 经 典 性 论 
文 , 并 收入 其 主编 的 名 著 [5] 中 ,成 为 学 习 组 合 数 学 的 必 读 论文 之 


时 光 流 逝 , 转 眼 已 过 了 六 十 年 . 除 Erd6s 和 Szekeres 的 文章 


[ 3] 所 得 到 的 结论 外 ,问题 2 迄今 未 见 任何 进展 ,这 无 疑 是 对 人 类 
a HY BE AR 
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(=) Heilbronn 数 


设 下 是 平面 上 任意 给 定 的 面积 为 1 的 凸 图 形 ,S 是 天 内 任意 
Senn 点 集合 .5S 中 任意 三 点 构成 的 三 角形 之 面积 的 最 大 值 记 
VE ACS). i 

g(K)=max{A(S):S AK Pn SHO}, A 
H,=max{g(K):K 为 单位 面积 的 是 图 形 }. eH, 称 为 
Heilbronn 3X. 
joj 3 SK Heilbronn 数 H.. 
据 Roth 6 4%. Heilbronn 曾经 猜想 , 数 H, 存在 ,而 且 存 在 


常数 c, (EIB H, <c 。 =. 80 年 代 初 ,Komlos ,Pintz 和 Szemeréli 
[7,8] 证 明了 下 面 的 结论 . | 
定理 3 存在 常数 c 和 cz, 使 得 
a MECH. “exp (cz vinn), HEH exp(f(z)) =e™. 


定理 3 4G Sig AS 8 oh A, Heilbronn & H, 是 存在 的 ,而 且 
给 出 了 数 A, 的 上 界 , 而 左 端 不 等 式 说 明 ,Heilbronn 猜想 并 不 成 
站 .看 来 要 改进 数 五 . OR AEN, BRR, Ae 
更 加 困难 . 最 近 陈 计 等 [9 一 14] 对 确定 数 H, 的 值 作 了 有 益 的 党 


试 ,确定 了 最 初 几 个 Heilbronn 数 H, ET 


Hs 一 二 (1 一 全 5),H, 一 十 ,从 陈 计 和 王 氢 的 这 些 结论 米 看 , 数 
A, AB RR n 之 间 并 无 简单 的 关系 . 因此 很 值得 人 们 深入 研究 
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治学 法 与 辩证 法 七 题 
清华 大 学 应 用 数学 系 KPH 


我 们 的 国家 正在 振兴 ,我 们 的 时 代 正 是 千 载 一 时 的 科学 的 春 
天 . 大 批 青 年 学 生 和 研究 生 正 向 科学 高 峰 构 登 . 我 愿 以 所 知 、 所 历 、 
所 见 、 所 悟 ,与 他 们 一 起 探讨 治学 方法 问题 . 当然 我 的 所 知 所 情 是 
极其 有 限 的 ,而 这 里 讨论 的 “治学 ”主要 是 指 理论 科学 研究 . 针对 性 
是 辩证 唯物 主义 的 方法 的 生命 ,所 以 我 们 着 重 强调 矛盾 二 方 的 一 
方 . 比如 我 们 强调 自信 ,而 对 谦虚 则 较 少 提 及 ,这 并 不 是 说 可 以 不 
要 谦虚 等 等 . 

下 面 ,我 们 分 两 个 部 分 来 谈 ; 治 学 者 的 心理 素质 一 一 大 志 , 自 
信 , 勤 奋 ; 治 学 者 的 辩证 方法 一 一 动 眼 , 动 脑 ,动手 , 动 脚 . 

治学 者 的 心理 素质 对 学 业 的 影响 , 远 较 治学 方法 为 大 ,离开 了 
前 者 ,后 者 就 失去 了 依托 ,成 为 毫 无 意义 之 物 . 相反 ,有 志 于 攀登 科 
学 高 峰 的 学 者 ,或 迟 或 早 总 会 在 实践 中 摸索 出 他 的 方法 的 . 华罗庚 
说 :“ 熟 能 生出 百 巧 来 ”. 所 以 对 心理 素质 的 训练 实 为 重要 . 


(一 ) 大 记 是 成 功 的 基因 


首先 ,治学 者 要 有 大 志 , 即 攀登 到 科学 顶峰 之 志 . 人 生 贵 在 有 
志 , 志 不 立 , 则 事 无 可 成 . 所 谓 “ 有志 者 事 况 成 ”, “精诚 所 至 ,金石 为 
开 ”, 是 有 其 道理 的 . 我 未 读 过 “圣经 ”, 但 知 圣经 中 有 这 样 的 话 ;“ 蔽 
门 即 开门 ”圣经 大 多 是 古代 民间 传说 记录 ,“ 敲 门 即 开门 ?这 句 话 ， 
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应 视 为 古代 人 民 的 经 验 之 谈 ; 只 有 去 项 门 , 门 才 得 以 开 ; 只 要 去 敲 
门 , 门 就 可 以 开 !4 让 我 们 勇敢 地 不 断 地 去 且 击 科学 宫殿 的 大 门 
HE! 

RA LE EDEA EE De Be “OE SR UE HED 
主义 应 当 只 强调 客观 物质 世界 的 呀 ?! 一 一 让 我 们 该 一 读 马 克 思 
吧 . 与 充 思 在 “关于 费 尔 巴 输 的 提纲 ”中 对 费 尔 巴 哈 这 位 “古典 ? 唯 
物 主 义 大 师 有 十 一 条 批评 ,其 中 赫然 写 在 第 一 条 的 是 : 

“从 前 的 一 切 唯物 主义 ,包括 费 尔 巴 哈 的 在 内 ,其 主要 缺点 是 : 
把 事物 .现实 .感性 ,只 从 客体 的 形式 或 是 从 直观 的 形式 去 理解 ,而 
的 . 所 以 , 结 采 竞 是 这 样 : 那 能 动 的 方面 是 和 唯物 主义 相反 地 由 唯 
心 主义 加 以 发 展 了 ,一 一 但 只 是 由 它 抽象 地 加 以 发 展 了 ,因为 唯心 
主义 当然 不 知道 现实 的 感性 活动 之 为 现实 的 感性 活动 的 ” 

已 死 思 的 话 多 好 啊 , 再 也 不 能 把 主观 能 动 的 方面 让 给 唯心 主 
MEARS! 比 上 述 论断 早 一 年 ,马克 思 还 有 过 更 为 明确 的 ,格言 
般 的 论断 : 

“ 光 是 思想 力求 体现 为 现实 是 不 够 的 ， 
现实 本 号 也 应 该 力求 趋向 思想 ”. 

泡 是 思想 去 体现 现实 , 那 是 机 械 唯 物 论 . 同时 还 要 求 现实 趋向 
思想 (上 真理), 以 思想 改造 现实 , 那 才 是 辩证 唯物 主义 .事实 上 ,马克 
思 本 人 在 他 博士 论文 序 中 就 早已 立 下 了 “在 自己 的 斗争 和 苦难 中 
注定 要 成 为 普罗 米 修 斯 第 二 的 誓言 : 

“PERR, PENE, 
也 不 怕 天 空 的 惊雷 …… 


CD 此 话 原文 为 ;“ 硕 门 , 则 将 门 向 你 开 ”, 在 蕊 太 7 章 7 一 8 节 . 全 文 为 :“Ask and it 
will be given to you;Seek and you will find;knock and the door will be opened to you. 
For everyone who asks receives;he who seeks finds;and to him. who knocks,the door 
will be opened. ” 
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一 一 普罗 米 修 斯 是 哲学 史书 上 最 高 尚 的 圣 者 和 殉道 者 !” 

立志 ,也 是 一 个 过 程 , 甚 至 是 一 个 终生 的 过 程 . 它 不 是 一 劳 水 
逸 的 ,更 不 是 一 朝 一 夕 就 能 宣布 完成 了 的 . RAW PULA: 

1. 大 志 者 不 愧 于 时 代 . 现在 的 形势 可 请 

“ 千 载 一 时 , 胡 不 江 志 ?1” 

试想 有 志 于 科学 者 数 干 年 来 , 何 时 有 现在 的 好 时 机 . 以 前 的 自 不 待 
说 ,即便 是 新 中 国 成 立 后 ,国家 这 样 鼓 励 . 需 要 科学 工作 者 也 是 从 
未 有 过 的 . 科学 史 表 明 , 处 于 上 升 阶段 的 国家 在 达到 它 的 顶峰 以 
前 ,必然 涌现 出 大 批 科 学 家 . 正如 恩格斯 热情 地 认 歌 “文艺 复兴 ?时 
代 那 梓 这 是 一 次 人 类 从 来 没有 经 历 过 的 最 伟大 的 、 最 进步 的 变 
革 , 是 一 个 需要 巨人 一 一 在 思维 能 力 、 热 情 和 性 格 方面 ,在 多 才 多 
艺 和 学 识 渊博 方面 的 巨人 的 时 代 ”. 现在 的 中 国 , 正 处 于 比 “文艺 复 
兴 ? 更 辉煌 的 阶段 人民、 国家、 时 代 在 需要 大 批 科学 人 才 . Boe 
说 : “人 生来 就 是 这 样 安排 的 :他 只 有 为 了 社会 进步 和 同时 代 人 的 
和 位 福 而 努力 ,才能 够 使 目 己 完善 起 来 ”因此 为 振兴 中 华 造 福 人 类 
而 树立 大 志 ,“ 誓 凌 绝 顶 *, 才 不 愧 这 伟大 的 时 代 . 

2. 大 志 者 择 书 而 读 . 从 治学 立志 角度 看 , 书 可 分 为 两 类 . 一 类 
是 补 志 玛 气 的 ,如 历史 (世界 史 , 各 类 科学 史 , 源 代 史 ), 伟 人 传记 ， 
上 哲学 ,特别 是 各 种 学 术 著 作 . 一 类 是 夺 志 泄气 的 ,如 很 大 一 部 分 文 
艺 作 品 ( 包 插 许 多 优秀 古典 作品 ) ,一 些 通俗 读物 均 属于 此 类 . 前 者 
多 是 真实 的 ,是 成 功 者 的 记录 , 读 来 能 激励 人 们 的 奋发 向 上 精神 . 
而 后 者 多 是 失败 者 或 闲 想 者 的 哀叹 、 斐 观 . 抱 外 , 虽 然 从 作品 当时 
的 育 景 看 , 它 政治 上 是 好 的 , 亏 术 水 平 也 是 高 的 ,但 它 总 是 给 人 某 
种 心 灰 意 懒 的 情绪 ,悲观 出 世 的 惑 诱 ,如 不 警觉 , 易 被 夺 志 . 当然 ， 
休 妃 时 翻 翻 目 已 喜爱 的 文艺 作品 作为 调剂 也 未 党 不 可 . 

3. KRAMER LE. 从 一 定 意义 上 讲 , “挫折 ”甚至 更 有 利 
于 治学 . 司马 迁 在 “ 报 任 少 狠 书 ”中 讲 到 : 

“文王 拘 而 演 周 易 ; 仲 尼 莫 而 作 春 秋 ; 届 原 放逐 乃 赋 离骚 ; 左 丘 
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之 明 厥 有 国语 ;孙子 腔 脚 兵法 修 例 ;不 书 迁 蜀 世 传 吕 览 ; 韩 非 

因素 说 难 孤 愤 ;, 诗 三 百 篇 大 抵 贤 圣 发 愤 之 所 为 作 也 ” 

现代 也 有 很 多 例子 ,郭沫若 受挫 流亡 日 本 时 , 识 译 了 甲骨 文 ， 
葛 定 了 他 考古 学 和 历史 学 的 基础 

“学 问 积 成 于 不 必 学 之 时 ， 
成 功 疯 基 在 大 失意 之 日 .> 

事实 常常 就 是 这 样 ,这 是 治学 的 辩证 法 . 究 其 实 ,做 学 问 需 要 安静 、 
专心 .时间 , 这 些 都 在 失意 寂寞 之 时 才 有 ,在 得 意 热 烈 之 时 所 缺 的 . 
歌德 说 得 好 : “追求 伟大 事物 的 人 必须 全 力 以 赴 , 巨 匠 在 限制 中 才 
能 表现 自己 ,而 规律 只 能 给 我 们 以 自由 .” 

所 以 在 受到 挫折 时 , 且 不 可 失掉 志向 . 车 在 受挫 之 日 , 心 灰 意 
懒 , 自 谓 “ 学 有 何 用 ?”, 则 无 人 能 真 助 他 . 究竟 学 有 何 用 ,当时 谁 也 
无 法 回答 ,只 是 待 要 用 之 日 ,有 用 之 时 ,学 也 晚 了 ! 

4. 大 志 者 不 止 于 所 得 . 在 取得 一 些 胜利 后 ,或 者 在 条 件 好 了 
的 时 候 ,也 往往 可 以 令 人 失去 大 志 , 纹 绑 子 弟 自 不 待 言 ,自古 雄 才 
SE RAT HDB PASS. 就 是 有 志 之 人 ,也 容易 失去 
远大 目标 ,所 谓 

“ 芳 草 有 情 皆 碍 马 ,好 云 无 处 不 让 楼 . ” 

“ 谁 在 争取 一 切 , 谁 在 争取 全 胜 , 谁 就 不 能 不 提防 :不 要 让 微小 的 成 
果 束 住 手脚 ,不 要 误 入 歧途 ,不 要 忘记 目的 地 还 很 远 ” 这 是 大 志 者 
列宁 的 话 ， | 

5. 大 志 者 善于 调节 . 事物 都 有 两 个 方面 ,所 谓 “ 立 志 ” 有 时 也 
需要 调节 ,并 不 是 一 条 大 道中 到 底 . 志向 是 一 种 长 远 的 、 总 的 抱负 、 
目标 . 但 在 何 时 、 何 具体 方向 上 、 何 种 规模 上 实现 志向 以 及 以 何 种 
方式 为 志向 而 奋斗 ,都 要 依 客观 情况 而 定 . 可 以 把 人 的 志向 比喻 为 
植物 的 “向 阳 趋 光 性 ,这 是 -一 种 内 心 的 趋向 ,一 种 主观 的 追求 ,如 
何 实现 ,是 要 审时度势 "的 ,不 可 钴 牛角 尖 . 大 志 在 胸 , 方 式 上 有 一 
定 的 灵活 性 . 重要 的 是 始终 坚持 这 种 “向 阳 趋 光 性 ”那么 终究 “ 乘 
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THE es EERE SE r 


风 破 浪 会 有 时 , 直 挂 云 帆 济 沧海 ” 
(二 ) 目 信 是 成 功 的 钥 县 


自信 是 一 种 自我 肯定 , 即 高 度 坚信 而 且 不 断 证 明 自 己 是 有 能 
力 的 . 

1. 自信 是 成 功 者 的 特点 之 一 . 美国 加 利 福 尼 亚 大 学 医学 院 查 
尔 斯 。 加 菲尔德 教授 分 析 了 1500 多 名 卓 有 成 就 者 ,总 结 出 他 们 的 
共同 点 有 六 条 : (1) 过 安排 得 当 的 生活 , (2) 热 爱 自 己 的 职业 ,(3) 做 
艰难 事 之 前 先 在 脑 中 思考 , (4) 讲 求实 效 而 不 必 顾 虑 十 全 十 美 , (5) 
甘 感 担 风 险 ,(6) 不 低估 自己 的 潜在 能 力 . 

这 里 我 们 看 到 ,第 5.6 两 条 都 是 自信 问题 ,足以 见 自 信 的 重要 
性 . 许多 卓 有 成 就 者 ,包括 马克 思 , 都 非常 自信 . 以 致 于 被 一 些 人 目 
为 “ 自 大 ” 在 我 国 ,由 于 长 期 封建 社会 的 影响 ,人 们 往往 容易 低估 
自己 的 潜力 ,不 愿 担 风 险 ,失去 一 次 又 一 次 的 机 会 . 不 可 能 想象 ,一 
个 具有 强大 内 在 力 的 人 ,会 是 一 个 不 自信 和 的 人 . 

2. 自信 是 创造 力 的 表现 . 治学 是 一 种 主观 对 于 客观 的 认识 运 
动 , 自信 是 在 这 一 斗争 中 的 巨大 的 精神 力量 . 科学 研究 有 时 会 遇 到 
巨大 的 障碍 ,无 法 估量 的 挫折 ,几乎 毫 无 希望 的 一 片 黑暗 ,在 这 样 
的 时 候 没 有 高 度 的 自信 ，, 定 会 一 事 无 成 . 要 攀登 前 人 未 有 攀 上 的 高 
峰 ,解决 前 人 未 能 解决 的 问题 ,没有 一 点 气概 是 难以 想象 的 . 

关于 创造 性 思维 的 现代 理论 认为 ,一 个 人 的 创造 力 可 用 如 下 
公式 衡量 ， 

创造 力 二 基础 知识 X 发 散 思维 能 力 . 
其 实 “ 自 信 ” 是 对 发 散 思维 的 最 大 解放 和 激励 . 这 里 发 散 思维 是 指 
对 事物 从 最 广泛 的 角度 考虑 各 种 可 能 , 它 的 目的 在 于 谋求 “数量 ”， 
与 之 相对 的 是 “收敛 思维 ”, 这 是 进行 比较 ,选择 的 思维 . 目前 国外 
的 管理 科学 中 有 很 成 功 的 “智力 激励 法 ”, 管 理 者 邀集 一 组 人 对 蘑 
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一 问题 征求 意见 ,会 上 严禁 批评 ,发言 完全 自由 , 意 在 谋求 意见 的 
数量 , 这 种 会 议 往往 能 收 得 奇效 ,征求 到 大 量 的 创造 性 意见 . 这 实 
奈 上 是 一 种 集体 的 发 散 思维 机 会 . 由 此 可 以 得 到 启发 :* 批 评 ” 
这 个 阿 来 很 强调 的 武器 ,在 这 儿 却 是 最 忌讳 的 , 它 简直 是 悬 在 “ 创 
造 性 思维 ? 头 上 方 的 达 摩 克勤 斯 (Damocles ) 之 剑 . 那么 个 人 的 发 
BEIE? 当然 就 最 鼠 讳 “自我 批评 ”, 说 得 准确 些 就 是 忌讳 拘 遵 、 
目 卑 .无 和 目 信 心 , 忌 讳 * 还 没有 诞生 就 已 被 扼杀 ” 因此 “自信 ”是 发 
向 思维 的 奶 母 ,是 创造 蔓 翔 的 翅膀 . 

为 什么 创造 力 依赖 于 发 散 思维 呢 ? 事实 上 辩证 唯物 主义 从 原 
则 上 早 就 回答 了 这 个 问题 , 它 要 求人 们 要 从 最 广泛 的 相互 联系 中 ， 
从 各 个 方面 全 面 的 看 问题 . 

3. 有 目 信 才能 有 大 志 . 凌云 大 志 , 因 何 而 起 ? 往往 起 于 自信 . 
安 因 斯 坦 说 过 :“ 有 一 种 人 从 事 科 学 是 因为 这 里 给 他 提供 了 施展 才 
能 的 机 会 ,他 喜欢 科学 ,正如 运动 员 喜 欢 运 动 -- 样 . ”马克 思 说 过 ; 
“日 烘 目 弃 , 这 是 一 条 永远 腐蚀 和 哨 吐 着 心灵 的 毒蛇 , 它 吸 哈 着 心 
灵 的 新 鲜 的 血液 ,并 在 其 中 注入 厌 世 和 绝望 的 毒液 . ” 

4. 目 信和 与 骄傲 . 自信 和 与 骄傲 不 是 同一 概念 . 但 是 却 常 有 人 以 
骄傲 "的 罪名 去 扼杀 人 们 仅 存 的 一 点 点 “自信 ?的 情况 . 仿佛 大 家 
都 失去 了 自信 ,于 是 天 下 太平 . 所 以 对 所 谓 “ 骄 做 ”要 分 析 . 只 要 它 
不 是 在 成 绩 面前 固步自封 ,只 要 它 不 是 看 不 起 或 伤害 了 其 它 人 ,就 
不 要 轻 意 给 人 家 戴 上 骄傲 的 帽子 . 

“九州 生气 持 风 雷 , 万 马 齐 将 究 可 哀 . 
KMIRKA BE RHR READ. ” 
如 采 大 家 都 唯 唯 诺 诺 , 猥 猥琐 琐 ,我 们 的 社会 何以 能 进步 ? 那 种 尝 
测 谦 年 . 自 视 渺 小 的 传统 美德 ,是 否 真 为 美德 , 怕 要 重新 考虑 了 . 实 
质 上 它 是 封建 社会 轧 民 政策 的 遗风 ,是 “多 事 之 秋 ” 人 们 借以 自我 
保护 的 “ 作 草 自 缚 ”对 于 向 科学 顶峰 进军 的 志士 , 则 是 最 有 害 不 过 
ion 
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“Je PERE EA SE, TE SBT NAB El DSB 
变 . HEREKE AN ah ee 2 TY FF Ah 9”. 因此 “道德 
规范 "也 随 空 间 不 同 、 环 境 变 迁 而 变 . 

不 容 讳 言 , 由 于 矛盾 的 特殊 性 ,自然 科学 工作 与 政治 行政 工作 
对 人 的 特质 要 求 是 不 同 的 , 后 者 主要 是 与 “人 ”打交道 ,处 理 的 是 人 
与 人 之 间 的 关系 ,强调 谦虚 并 慎 是 重要 的 ;前 者 主要 与 自然 界 打 交 
道 , 处 理 的 是 人 与 物 之 间 的 关系 ,强调 自信 和 和 创造 性 是 重要 的 . 当 
然 自 然 科 学 工作 者 也 要 处 理 人 与 人 之 间 的 关系 ,也 要 求 他 们 谦虚 
Mth ;政治 工作 者 也 要 处 理 人 与 物 之 间 的 关系 ,也 要 有 自信 和 创造 
性 .但 绝 不 能 说 二 者 是 没有 区 别 的 . : 

5. 目 信 心 的 培养 . 少年 时 的 环境 对 一 个 人 有 没有 自信 有 很 大 
的 影 啊 . 有 不 少 人 在 新 环境 下 也 容易 对 自己 失去 信心 . 我 曾 接触 过 
一 些 大 学 生 和 研究 生 , 他 们 自己 承认 比 别人 “ 笔 ”, 对 获得 好 的 成 绩 
tk (ab. 这 样 盲目 自卑 往往 没 多 少 根据 ,对 自己 要 有 正确 分 析 . 
现代 科学 证 明 即 使 像 爱 因 斯 坦 那 样 的 科学 家 ,大 脑 也 只 被 动用 了 
极 少 一 部 分 , 绝 大 部 分 未 被 开发 . 所 以 某 科学 习 暂 时 不 佳 的 人 只 是 
大 脑 要 进一步 “开发 利用 ”罢了 ,另外 ,一 些 人 的 自卑 可 能 源 于 对 别 
人 的 盲目 推崇 . 向 别人 学 习 是 好 的 ,但 推崇 别人 到 “自卑 ”的 程度 就 
不 好 了 . 其 实 ,哲学 上 可 以 有 一 条 定律 叫做 “ 远 山 恒 青 ” 就 是 说 , 远 
处 的 出 ,看 上 去 总 是 一 片 纯 青 无 比 , 但 其 实 ,你 若 实地 细 察 ,也 是 乱 
石 满 地 , 荆 坑 丛生 的 ,与 脚下 的 山 并 无 二 致 . 人 们 对 于 不 了 解 的 东 
西 和 常常 理想 化 ,如 天 党、 月宫 ,但 岂 知 脚下 的 地 球 才 真正 是 人 类 的 
伊甸园 . 

其 次 ,争取 经 常 不 断 取得 成 果 , 争 取 成 果 得 以 发 表 和 应 用 ,对 
培养 日 信心 是 很 重要 的 . 小 成 绩 是 大 成 功 的 基石 与 动力 ,这 种 早期 
的 成 采 会 在 心底 激 起 目 信 和 胜利 感 . 有 一 种 说 法 :科学 家 之 所 以 取 
得 成 就 ,根源 于 其 早期 的 成 绩 得 到 社会 鼓励 . 这 是 有 道理 的 ,这 种 
于 期 成 绩 " 不 一 定 是 什么 大 成 果 , 可 以 是 做 得 很 优美 的 习题 ,其 至 
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可 以 是 少年 时 期 的 一 些 “ 小 聪明 ”这 也 提出 一 个 问题 :对 青少年 的 
教育 ,要 以 表扬 鼓励 为 主 . 那 种 骨 在 摧毁 上 自尊 心目 信心 的 教学 法 ， 
纵然 是 教 给 了 学 生 一 些 知 识 , 实 在 只 能 算是 “给 了 他 一 碗 红豆 汤 ， 
而 村 去 了 他 的 长 子 权 ”. 
但 是 治学 者 不 能 要 求 社 会 上 每 个 人 都 能 正确 地 来 鼓励 他 ,其 
全 社会 上 还 有 所 谓 " 马 太 效 应 ?存在 : 越 是 需要 棱 持 的 学 者 ,社会 对 
其 成 绩 越 趋 问 于 拒绝 . 国外 学 者 是 根据 《 马 太 福音 ) 的 下 面 一 段 话 
给 这 种 社会 现象 起 的 名 他: 
“ 几 已 有 者 ,还 要 给 子 , 令 其 有 余 ; 
SAAS , 连 其 所 有 的 ,也 要 剥 取 . ”中 
青年 治学 者 寿 面 对 这 种 情况 ,怨天尤人 , 那 是 弱者 的 表现 ;灰心 未 
气 , 那 等 于 承认 失败 ; 唯 有 目 强 不 县 ,不 断 “ 积 累 优势 ” BS tt 
埋 ,“ 蕊 太 效 应 ”只 能 淘汰 那些 假 金 轩 了 . 因此 ,自信 者 在 任何 时 候 
的 口号 都 是 : 
| “战斗 ! 一 一 这 是 口令 ， 
胜利 ! 一 一 这 是 回 啊 .” 


(三 ) 勤 奋 是 成 功 的 度量 


勤奋 是 成 功 的 度量 ,就 是 说 ,你 付出 多 少 劳动 ,你 就 会 有 多 少 
成 果 . 这 可 以 看 作 是 政治 经 济 学 中 “价值 ”的 定义 ,在 学 术 问 题 上 的 
引伸 . 在 政治 经 济 学 中 ,商品 的 价值 是 物化 了 的 劳动 ,社会 劳动 量 
是 商品 价值 的 度量 . 在 学 术 领 域 中 ,这 几乎 同样 是 对 的 .“ 勤 能 补 拙 
是 民 训 ,一 分 辛劳 一 分 才 ”, 华 罗 庚 的 这 人 句 话 ,不 是 轻 意 说 出 的 . 由 
于 关于 勤奋 的 论述 已 经 相当 多 ， PUNE NEES Be» BOL 58 8 
如下 的 证 : 


O 原文 为 ;Whoever has will be given more, and he will have an abundance. 
whoever does not have,even what he has will be taken from him. "B X 13 意 12 4. 
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“我 只 有 事先 声明 ,请 渴求 真理 的 读者 们 注意 . 在 科学 上 面 是 
没有 平坦 的 大 道 可 走 的 ,只 有 那 在 崎 邮 小 路 的 攀登 上 不 其 劳 冰 的 
人 ,有 希望 到 达 光 辉 的 顶点 ”. 
“在 科学 的 入 口 处 , 正 像 在 地 狱 的 入 口 处 一 样 ,必须 提出 这 样 
的 要 求 : | 
这 里 必须 根 绝 一 切 犹豫 ， 
这 里 任何 丑 惨 都 无 济 于 事 .”” 


关于 具体 的 治学 方法 ,我 体会 最 深 的 是 四 动 : 动 眼 .动脑 . 动 
手 、 动 脚 ,其 中 最 需 强调 的 是 “ 动 脚 ": 

“ 迈 动 你 的 双 脚 ,到 图 书馆 去 查阅 资料 1” 

不 熟悉 资料 ,研究 工作 是 盲目 的 . 人 类 认识 真理 的 路 线 “实践 
-一 感性 认识 识 ” 
中 过 程 . 思 格 斯 说 : 

“思维 的 至 上 性 是 在 一 系列 非常 不 至 上 地 思维 着 的 人 们 中 实 
现 的 ;拥有 无 条 件 的 真理 权 的 那 种 认识 是 在 一 系列 相对 雇 误 中 实 
现 的 ;二 者 都 只 有 通过 人 类 生活 的 无 限 延续 才能 实现 . ” 

就 是 说 ,每 一 个 人 对 于 科学 的 贡献 ,不 过 是 人 类 认识 链条 上 的 
一 环 , 它 只 能 在 人 类 认识 的 已 有 基础 上 发 展 起 来 . 牛顿 说 过 ,如 果 
说 他 比 别人 站 得 高 些 ,看 得 远 些 , 那 是 因为 他 站 在 巨人 肩 上 . 其 实 
每 一 个 科学 家 都 是 这 样 

现在 有 “知识 爆炸 >“ 信 息 时 代 ” 的 说 法 ,传递 信息 的 手段 是 各 
种 各 样 的 . 但 是 理论 科学 工作 者 获取 信息 的 主要 渠道 还 是 书 、 刊 ， 
起 码 在 我 国 目前 是 这 样 . 所 谓 信息 爆炸 也 还 没有 传说 的 那样 严重 
因为 每 个 学 者 都 有 自己 的 专业 ,最 感 兴趣 的 书刊 就 不 是 太 多 了 ,再 
辅 以 各 种 文摘 案 引 ,这 样 只 要 经 常 留意 便 可 以 掌握 各 自学 科 的 动 
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业 方 向 的 原因 . 没有 一 个 明确 的 专业 方向 , 面 对 一 架 又 一 架 的 外 文 
资料 ,当然 有 茫然 之 感 . 由 于 现代 科学 的 高 度 发 展 ,“ 全 才 ” 已 不 太 
可 能 . 有 人 说 现在 世界 上 并 无 “数学 家 ?或 “物理 学 家 ”, 有 的 只 是 各 
具体 学 科 的 专家 . 这 反映 了 现在 的 一 种 情况 . 因此 “ 窄 化 专业 ” 便 是 
一 个 必需 而 且 有 效 的 对 策 ,尤其 对 年 青 的 学 者 是 如 此 . 

“ 窗 化 专业 一 一 突破 一 点 一 一 扩大 战果 ” 
看 来 这 是 一 个 好 的 治学 途径 .“ 如 果 你 不 是 太阳 ,就 不 要 企图 普照 
大 地 ;要 像 激 光 那 样 ,就 是 钻石 也 要 破 壁 ”. 

对 查阅 资料 来 说 , 男 一 重要 的 方面 是 要 熟悉 各 种 文摘 评论 的 
查阅 方法 , 熟 严 图 书馆 的 各 种 资料 的 分 布 、 排 列 , 版 制 等 等 . 这 些 看 
来 琐 细 ,其实 对 于 掌握 信息 是 必 不 可 少 的 ,也 只 有 在 实践 中 不 断 积 
累 经 验 . 清 代 王 鸣 盛 的 话 是 很 有 见地 的 : 

“目录 之 学 ,学 中 第 一 要 紧 事 , 必 以 此 问 途 , 方 得 其 门 而 入 .” 

此 外 , 迈 动 双 脚 不 光 对 获取 信息 动态 是 重要 的 ,对 于 提高 学 者 
的 基础 水 平 也 同样 是 重要 的 . 学 者 的 学 业 达 到 一 定 程度 后 ,往往 不 
再 能 靠 读 书本 来 提高 纵向 水 平 ,因为 最 新 的 科学 成 果 往 往 难 以 及 
时 成 书 . 这 时 ,一 期 期 定时 汇 到 的 学 术 期 刊 ,无 异 是 学 者 的 “国际 函 
授 大 学 ”通过 这 一 函授 ,学 者 不 断 复 习 加 深 着 最 重要 的 (在 科研 中 
应 用 频 度 高 的 ) 基 础 知识 ,学 习 着 最 新 发 展 的 专题 分 支 ,研究 着 著 
名 科学 家 解决 善 名 问题 的 实例 ,寻求 着 自己 用 武 的 领域 ,构思 着 月 
己 的 蓝图 . 学 者 在 这 种 函授 中 不 断 跟 上 时 代 的 脚步 ,做 出 对 时 代 的 
贡献 . 

最 后 ,图 书馆 也 提供 一 个 诱 人 学 习 的 极 妙 环境 ,是 治学 者 陶冶 
心灵 的 最 佳 场所 . 
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(五 ) 动 手 : 直 攻 法 与 高 难 法 


动手 , 指 学 者 在 有 一 定 的 基础 后 ,要 及 时 动手 做 研究 工作 ,也 
指 平时 要 勤 动手 写 札 记 , 眉 批 , 摘 记 等 . 

历来 的 教育 都 强调 基础 要 深厚 ,不宜 早 动手 选 题 做 研究 工作 ， 
但 究竟 怎样 才 算 深 了 厚 了 ,是 不 易 掌握 的 . 一 般 来 说 ,中 老年 人 的 
“深厚 ”学识 是 长 期 积累 起 来 的 ,青年 人 短期 内 不 容易 一 下 子 全 面 
达到 . 若 一 味 嫌 青 年 人 不 深 不 厚 ,不 让 其 接触 科研 课题 ,往往 会 使 
青年 人 错过 黄金 时 代 , 等 闲 、. 白 了 少年 头 . 另 一 方面 ,一 味 读书 也 不 
一 定 是 真正 好 的 学 习 法 . 参天 大 树 , 不 是 一 日 长 成 ,一 边 生 根 伸 枝 
丰 叶 ,一 边 开花 结果 奉献 , 终 成 大 树 ， 

包括 华罗庚 在 内 的 许多 卓 有 成 就 的 学 者 ,都 以 自身 的 经 历 证 
明 “ 直 攻 法 ”( 或 称 直接 法 ) 是 行 之 有 效 的 治学 方法 . 这 一 方法 与 “高 
难度 学 习 法 ”密切 相关 . 胸怀 大 志 , 智 力 较 高 ,而 又 愿意 刻苦 勤奋 的 
青年 尤其 适合 采用 “ 直 攻 法 ”和 “高 难 法 ”, 这 种 方法 要 求学 者 目标 
任务 明确 ,这 种 目标 一 般 是 高 难 的 ,例如 要 求 很 快 作出 学 术 论文 ， 
很 快 写 出 一 本 专著 ,很 快 掌握 一 门 外 语 等 等 . 学 者 为 达到 这 一 高 难 
的 目标 ,动员 起 全 部 的 智力 ,精力 “直接 ”向 目标 进攻 :缺少 的 个 别 
基础 知识 , 短 时 间 集中 学 会 ;缺少 的 个 别 环节 , 短 时 间 集 中 攻 下 ;学 
者 往往 只 直接 研读 书 海 之 中 的 一 本 一 章 一 节 , 而 不 是 抱 一 巨著 从 
头 慢 慢 细 读 ,在 这 样 坚韧 不 拔 的 直接 进攻 下 ,一 段 时 间 后 目标 可 以 
达到 . 学 者 也 因而 加 固 扩展 了 自己 的 基础 ,训练 了 方法 ,获得 了 成 
果 . 然后 再 转战 于 更 高 的 目标 ,不 断 开拓 前 进 . 这 样 形成 的 知识 结 
构 , 是 有 机 结构 ,是 在 实践 中 自己 发 展 起 来 的 结构 , 它 概念 清晰 , 联 
系 明确 ,轻重 分 明 ,“ 逻 辑 的 和 历史 的 是 一 致 的 "这样 工作 的 效率 
也 是 芽 卉 然 无 目的 读 死 书 所 不 能 相 比 的 . 

如 何 选 题 是 一 个 重要 的 问题 . 不 但 要 考虑 到 要 有 一 定 的 意义 ， 
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而 且 要 考虑 到 与 自己 学 识 的 关系 ,考虑 “可 行 性 2 可 注意 的 有 以 下 
JL: 

L 平时 多 动手 , 写 一 些 心 得 . 礼 记 、 眉 批 等 等 . 看 书刊 时 ,要 多 
动脑 筋 ,看 是 否 有 所 局 发 . 偶 有 所 得 ,一 乍 要 及 时 记录 下 来 ,跟踪 妃 
击 , 放 任 大 脑 去 “幻想 ”, 说 不 定 由 此 能 捕 提 到 不 小 的 课题 . 苏轼 说 : 

“ 作 许 火 急 退 亡 捕 , 情 景 一 失 永 难 摹 ”， 
对 于 理论 研究 尤其 如 此 . 平时 要 多 动手 ,不 可 使 线索 从 眼前 闪 过 逝 
去 . 与 此 有 关 的 是 ,理论 研究 者 不 可 总 使 自己 陷于 事务 的 忙乱 之 
中 ,要 争取 间或 有 “清静 无 为 ”之 时 ,以 发 挥 自己 的 想象 .“ 无 为 ”与 
“有 为 ?是 对 立 统一 ,往往 在 “无 事 可 做 ?时 发 现 大 的 研究 课题 ， 
“WERN, RUE DR 

这 说 的 是 积累 ,量变 到 质变 的 辩证 法 . 俗话 有 “ 捡 到 篮子 里 的 都 是 
菜 ” 的 蒋 法 , 常 被 用 来 嘲笑 那些 粗制滥造 者 . 从 勤 动 手 积累 的 角度 
讲 ,我 们 倒 要 倡导 它 : 往 篮子 里 多 多 捡 吧 , 多 多 益 善 ! 一 一 回 家 后 
再 仔细 挑选 加 工 就 是 了 ， 

2. 勤 动 脚 去 接触 资料 . 看 多 了 ,自然 就 会 发 现 : 有 可 推广 者 ， 
有 需 完备 者 ,有 需 改 正 者 ,有 另 具 启发 者 . 这 些 都 是 好 的 研究 课题 . 

3. 迁延 扩展 法 . 一 旦 做 出 一 些 成 果 后 ,不 要 轻 意 关 门 大 吉 , 弃 
之 不 顾 . 而 应 想 尽 办 法 向 深层 .向 四 方 扩 展 迁 延 . 在 迁延 时 要 尽量 
“发 散 思 维 ”, 甚 至 于 蛛丝马迹 ,似曾相识 ,可 有 可 无 ,一 朋 情 愿 , 望 
风 捕 影 , 意 想 天 开 , 张 冠 李 戴 ,以 假 乱 真 , 触 景 生 情 , 也 不 要 放 过 . 迁 
延 法 的 好 处 ,首先 在 于 易 发 挥 自己 的 优势 . 你 已 经 在 这 块 基 地 上 作 
了 许多 工作 ,相关 知识 掌握 较 好 ,继续 工作 下 去 很 有 利 . 如 果 另 换 
他 题 ,一 切 都 是 新 的 ,你 与 一 个 新 手 无 异 . 其 次 , 选 一 个 合适 的 课题 
不 容易 ,轻易 弃 之 可 异 . 这 有 如 找 矿 一 样 ,你 走马 一 望 :青山 绿 水 ， 
阴阳 和 谐 , 很 难说 哪儿 有 和 矿 . 如 果 你 正在 据 一 个 矿坑 ,继续 向 纵深 
开掘 ,器 四 周 探索 , 实 为 上 策 : 主 矿脉 很 可 能 就 在 你 脚下 . 那 种 朝 秦 
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EE ,看 哪儿 热闹 哪儿 去 的 做 法 ,往往 难得 到 涤 刻 的 结果 , 难 采 得 
人 所 采 不 到 的 大 金 块 . 

当然 ,事物 都 是 辩证 的 . 在 一 是 的 情况 下 也 不 要 死 销 牛角 尖 . 
Fe PFH, A thE De. 


六) 动脑; 创造 性 思维 的 特点 


在 确定 选 题 后 ,一 般 要 先 有 一 段 廊 清 外 围 之 战 ,而 后 才能 真正 
接近 目标 . 这 种 廓 清 外 围 包括 熟悉 相关 理论 ,掌握 有 关 资 料 , 搞 清 
有 关 的 基本 事实 ,有 时 还 包括 攻 下 几 个 次 要 的 目标 . 这 一 过 程 相当 
于 上 节 “ 直 接 法 ”所 应 完成 的 任务 . 这 以 后 ,就 进入 攻坚 . 攻坚 是 一 
个 关键 阶段 ,创造 ,发明 .成 果 的 有 无 和 大 小 ,就 看 这 一 阶段 . 这 是 
一 个 飞跃 阶段 ,是 认识 过 程 的 一 个 大 飞 聊 ; 这 是 一 个 “否定 ”阶段 ， 
新 思想 要 在 “扬弃 ” 旧 思 想 中 诞生 . 

根据 庇 卡 莱 、 阿 达 玛 等 科学 家 的 论述 ,以 及 现代 发 明 心理 学 的 
研究 ,也 根据 我 在 工作 中 的 体会 ,这 一 飞 路 有 如 下 的 各 个 分 期 和 方 
法 . 
在 扫 清 外 围 进入 到 间 题 的 关键 之 时 ,由 于 几经 反复 ,大 脑 对 问 
题 的 各 个 方面 .各 个 数据 已 相当 清楚 . 往往 非常 复杂 的 数学 公式 也 
能 在 脑 中 清晰 喘 出 ,对 很 深刻 的 定理 已 有 直觉 的 把 握 . 这 时 和 象棋 
中 的 “ 宦 棋 ”很 类 似 ,整个 棋局 全 在 脑 中 . 在 这 时 ,积极 开动 大 脑 机 
器 ,全 神 贯 注 工作 几 小 时 , 便 可 掀起 所 谓 “ 脑 风暴 ”. 这 在 心理 学 上 
称 为 “ 烘 热 期 ,脑海 中 迅猛 涌现 出 种 种 现象 联想 .猜测 ,假设 ,这 
种 脑 风暴 有 如 龙卷风 一 般 ,围绕 着 中 心 课题 急剧 旋转 . 脑 中 原 有 的 
各 种 概念 被 风暴 掀起 ,飞舞 ,形成 各 种 可 能 的 暂时 联系 .组 合 , 即 各 
种 新 想法 . 脑 风暴 初始 ,往往 只 有 不 太 深 刻 的 思想 产生 . 让 脑 风暴 
持续 下 去 ,一 二 小 时 后 很 可 能 会 忽然 跳出 一 些 罕见 的 新 奇 思想 ,其 
中 一 些 对 解决 问题 可 能 非常 有 帮助 . 也 往往 有 这 种 情况 ; 脑 风暴 持 
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续 了 数 小 时 ,并 无 太 大 收获 ,于 是 趋 于 平静 . 但 就 在 这 风暴 平息 后 
的 无 意识 活动 阶段 , 脑 中 往往 会 忽然 有 新 想法 , 即 所 谓 “ 顿 悟 ”, 于 
是 打开 了 解决 问题 的 大 门 . 这 种 “顿悟 ”, 只 是 一 种 设想 或 猜测 , 接 
下 来 还 要 动手 实现 这 些 设想 .验证 猜测 ,这 也 是 一 段 有 意识 的 甚至 
是 艰巨 的 工作 . 这 一 工作 形式 上 看 是 脑 风暴 前 工作 的 (在 新 水 平 上 
的 ) 继 续 , 脑 风暴 表现 为 这 一 渐进 过 程 的 中 断 . 

我 目 己 所 发 表 的 所 有 论文 ,事实 上 都 得 之 于 “ 枕 上 ”, 每 一 篇 都 
经 历 了 上 述 过 程 ,有 的 一 篇 论文 要 经 几 次 “ 脑 风 暴 ” 和 “顿悟 > 才能 
TR. 脑 风暴 和 顿悟 一 般 发 生 在 晚上 躺 下 后 . 由 于 整个 晚上 的 紧张 
工作 , 躺 下 后 脑 中 常常 翻 江 倒 海 ,如 颠 如 狂 ,不 能 自己 . 每 每 深夜 似 
醒 非 醒 之 时 忽 有 所 悟 . 要 解决 前 人 未 能 解决 的 问题 ,到 人 所 未 到 之 
境 , 不 动用 思维 的 全 部 潜力 ,经 过 几 个 飞跃 是 不 行 的 . 常规 的 逻辑 
推导 所 得 出 的 结果 , 必 是 未 能 惊人 之 物 : 

“SETA AE 
AK, bib Re BS.” 

创造 性 思维 往往 很 好 地 体现 着 以 下 各 对 矛盾 的 转化 (尤其 是 
数学 上 的 发 现 每 每 如 此 )， 

1. 严格 和 不 严格 “严格 ?似乎 是 科学 尤其 是 数学 的 生命 . 但 
在 创 霹 性 思维 中 ,新 思想 的 诞生 往往 是 极 不 严格 的 . 往往 是 先 “ 猜 
出 ”定理 ,严格 的 证 明 是 以 后 补 出 的 . 所 以 学 者 不 但 要 善于 严格 ,也 
要 善于 不 严格 . | 

2. 逻辑 和 直觉 . 既然 新 思想 不 是 由 逻辑 严格 推导 出 的 , 那 它 
是 怎样 得 出 的 呢 ?“ 直 觉 ? 往 往 起 很 大 作用 . 在 一 定 程度 上 ,这 种 直 
觉 能 力 反映 一 个 人 的 创造 能 力 , 它 和 一 个 人 的 知识 虽然 有 关 , 但 并 
不 成 正比 ,有 的 人 知识 很 丰富 但 直觉 能 力 差 . 数学 家 阿达 玛 认为 直 
觉 的 本 质 是 某 种 “美的 意识 ”“ 美 感 ” 我 自己 切身 体会 ,空间 想象 
能 力 和 这 种 直觉 很 有 关系 . 

近来 关于 大 脑 两 半球 的 实验 成 果 对 此 很 有 启发 . 实验 表明 人 
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的 左 半 脑 善于 进行 逻辑 思维 ,熟练 性 思维 ,解决 老 问 题 有 条 有 理 ; 
右 半 脑 善于 进行 形象 思维 ,人 刨 造 性 思维 ,平时 右 半 脑 受 到 左 半 脑 的 
压制 , 当 二 者 有 不 同意 见 时 ,整个 大 脑 表 现 出 来 的 是 元 半 脑 的 意 
志 . 由 这 一 成 果 对 照 上 述 脑 风 暴 的 过 程 ,可 以 发 现 , 脑 风 暴 后 期 的 
“ 非 逻 辑 ” 思 维 恰恰 就 是 把 右 半 脑 从 左 半 脑 的 抑制 中 解放 出 来 . 这 
也 证 明了 “形象 美感 “空间 想象 力 ” 等 直觉 作用 对 创造 力 有 决定 
性 的 作用 . 像 数学 这 样 高 度 逻 辑 化 的 学 科 , 却 也 不 得 不 求助 于 他 的 
对 立 物 一 一 直觉 . 

3. 发 散 思 维和 收敛 思维 . 大 学 教学 ,尤其 是 数学 教学 ,一 般 都 
者 重 训练 收敛 思维 . 但 脑 风 暴 时 ,发 散 思 维 却 是 主要 的 思维 方式 . 

4. 个 别 与 整体 . 如 果 说 你 战胜 不 了 各 人 的 一 个 团 , 却 能 轻易 
把 他 们 的 一 个 军 消灭 ,一 定 令 人 难以 置信 . 但 在 科研 攻坚 中 确实 有 
这 种 情形 往往 一 个 特殊 问题 解决 不 了 ,但 把 问题 “一 般 化 ”, 反 而 
容易 解决 了 . 我 有 几 次 确实 碰 到 了 这 种 情形 , 正 是 问题 的 一 般 化 、 
扩大 化 救 我 出 维 谷 . 在 这 里 ,一 般 与 个 别 的 关系 似乎 颠倒 过 来 了 . 
这 可 能 是 由 于 问题 的 一 般 化 更 便于 发 现 问题 的 本 质 , 或 更 便于 运 
用 一 般 化 的 工具 ,而 太 执 着 于 具体 问题 反而 会 “一 叶 障 目 ”. 

5. 归纳 与 演绎 , 一 般 公 认 数 学 的 方法 主要 是 演绎 法 ,数学 书 
上 的 定理 一 般 都 是 由 演绎 法 证 明 的 . 不 完全 归纳 法 ( 即 哲 学 上 的 归 
纳 法 ,加 上 “不 完全 ”以 区 别 于 “数学 归纳 法 ”. 后 者 是 一 种 具体 的 证 
明 方 法 ,主要 还 是 用 的 演绎 推理 ) 太 不 严格 ,似乎 粗俗 难 登 大 雅之 
蔚 . 但 事实 上 ,数学 上 的 许多 重要 结果 都 是 由 不 完全 归纳 法 发 现 
的 . 著名 数学 家 欧 拉 说 过 :“ 数 学 这 门 科学 ,需要 观察 ,还 需要 实 
验 . ”数学 王子 ?高 斯 也 提 到 过 ,他 的 许多 定理 都 是 靠 归 纳 法 发 现 
的 ,证 明 只 是 补 行 的 手续 . 但 是 数学 家 在 写 论 文 时 ,总 是 把 定理 写 
成 是 由 演绎 的 上 帝 哆 给 的 纯 理性 之 物 , 绝 没有 诞生 于 归纳 的 凡 俗 
之 气 . 这 正 像 马克 思 所 嘲笑 的 , 黑 格 尔 把 物质 世界 都 放逐 到 注释 中 
去 了 ;也 正 像 鲁 迅 所 揭露 的 ,雅士 总 是 把 算盘 藏 在 抽 民 里 ,虽然 物 
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质 世 界 和 算盘 才 真正 对 于 他 们 是 至 关 重 要 的 . 

6. 标新立异 ,出奇制胜 . 发 展 就 是 否定 . 所 以 一 定 要 勇于 标 新 
立 蜡 、 别 出 心 裁 ,勇于 向 现 有 的 权威 挑战 ,才能 真正 有 所 创造 . “不 
依 二 法 但 横行 , 自 有 风雷 绕 膝 生 ”. 要 勇于 另辟蹊径 ,要 善于 从 新 角 
E .新 观点 考虑 问题 ,也 就 是 要 出 奇 ,“ 善 出 奇 者 ,无穷 如 天 地 ,不 竟 
如 江河 ”, 表 现 得 很 神 ,其 实质 不 外 是 “对 立 统一 规律 ;要 从 正 反 两 
个 方面 考察 问题 ;要 小 中 见 大 ,大 中 见 小 ; 旧 以 新 视 , 新 以 旧 衡 ;要 
繁 中 求 简 , 简 中 求 繁 ; 要 无 中 生 有 ,有 中 化 无 .关于 这 种 发 展 的 辩证: 
法 , 黑 格 尔 有 一 段 话 最 尖锐 明确 , 读 来 很 能 启发 人 : 

“ 凡 有 限 之 物 不 仅 是 受 外 面 的 限制 ,而 乃 为 它 自 己 的 本 性 所 扬 
弃 , 由 于 自身 的 活动 自己 过 渡 到 自己 的 反面 . 所 以 当 我 们 璧 如 说 人 
是 要 死 的 ,似乎 以 为 人 之 所 以 要 死 是 由 于 外 在 的 环境 , 照 这 种 看 
法 ,人 具有 两 种 特性 :有 生 亦 有 死 . 但 这 事 的 真正 看 法 应 该 是 说 , 生 
命 本 身 即 具有 死亡 的 种 子 . 凡 有 限 之 物 即 是 自 相 矛 盾 的 ,由 于 自 相 
矛盾 而 自己 扬弃 自己 .” 

由 此 可 知 ,比如 说 ,为 什么 一 定 要 “小 中 见 大 ”. 其 实 “ 小 ”本 身 
即 具有 “大 ”的 种 子 , 而 由 于 这 种 “ 自 相 矛盾 ”的 本 质 ,“ 小 ”扬弃 自己 
过 渡 到 自己 的 反面 “大 ”. 


(七 ) 动 眼 :一 本 书 主 义 与 渗透 学 习 法 


动 眼 读书 学 习 是 理科 治学 的 根本 ,青年 时 需要 , 出 成 果 后 仍然 
是 需要 的 . 知识 结构 要 不 断 完 善 , 新 理论 要 不 断 学 习 , 才 能 不 断 前 
进 . 历来 强调 读书 要 循序 渐进 , 按 步 就 班 . 其 实 , 走 马 观 花 ,不 求 其 
解 ,有 时 也 同样 重要 . 学 习 无 非 是 从 无 知 转变 为 有 知 ,这 从 “无 ”到 
“有 ”的 转变 方式 ,可 以 是 多 样 的 ;看 吃 桑 叶 . 一 点 一 点 地 哺 , 按 步 就 
班 , 是 一 种 方法 ; 箱 染 枫叶 ,由 黄 渐 红 , 由 微 红 再 大 红 ,也 是 一 法 ; 墨 
注 宣 纸 , 从 诸 墨 点 辐射 出 去 ,逐渐 浸润 ,又 是 一 法 . 我 们 在 读书 中 都 
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可 运用 . 这 反映 了 从 量变 到 硕 变 的 各 种 不 同 转变 方式 ， 总 的 来 培 ， 
我 觉得 有 两 点 值得 强调 : 

1. 一 本 书 主义 . 治学 之 路 盘 曲 而 上 ,由 一 个 一 个 阶梯 构成 . 在 
每 个 阶梯 ,要 读 “ 烂 ”一 本 书 ( 精 读 、 熟 读 ), 妈 所 谓 一 本 书 主义 . 而 不 
宜 拿 许多 属于 同一 阶梯 水 平 的 书 ,反复 对 看 . 在 每 一 个 治学 阶梯 
上 ,选择 一 本 较 合适 的 书 ( 内 容 详 实 而 又 不 坚 琐 ,为 学 界 所 公 记 
者 ), 精 该 细 研 ,日 读 夜 思 , 直 到 切实 理解 营 查 . 得 到 对 一 个 环 市 的 
基本 理论 真正 掌握 后 ,再 翻 看 其 它 同 类 的 书 ,就 会 发 现 这 些 书 多 是 
大 同 小 蜡 , 讲 法 、 符 号 不 同 而 已 . 当然 也 有 部 分 章节 内 容 是 新 的 ,还 
渐 补 上 就 容易 了 . 掌握 一 个 环节 后 ,更 及 时 转 入 更 高 的 环节 ,不 要 

FER AR EAEN. 

2. 渗透 学 习 法 . 读书 可 以 似 懂 非 懂 地 读 , 听 起 来 与 传统 的 教 
育 颇 不 合 ,但 这 正 是 李 政 道教 授 所 提倡 的 “渗透 学 习 法 ”. 博览 群 
书 , 开 始 可 能 并 不 太 懂 ,但 就 在 这 似 懂 非 懂 之 中 已 经 学 到 不 少 知 
识 , 天 长 日 入 ,就 会 越 学 越 深 广 . 有 的 材料 对 于 自己 的 学 科 不 十 分 
必要 ,那么 有 个 印象 也 就 可 以 了 . 在 适当 的 时 候 , 这 模糊 的 印象 可 
能 因 事 对 我 们 有 所 启发 , 如 果 到 时 需要 细 知 ,可 以 知道 到 何 处 去 查 
R. 有 的 材料 与 自己 关系 较 大 ,经 过 反复 学 习 就 会 由 似 懂 非 懂 逐 渐 
变 得 真 懂 . 就 像 秋 天 的 枫叶 由 黄 逐 渐变 红 一 样 .许多 学 者 的 知识 都 
EXER MRH., RAIRA ERE T. 俗话 说 “第 五 个 烧饼 ”， 
事实 上 并 不 是 单 靠 这 第 五 个 烧饼 吃 饱 的 啊 . 

即使 对 于 应 当 精 读 的 书 , 也 不 一 定 非 要 一 页 页 从 前 往 后 读 不 
可 ,也 可 以 先前 后 翻 翻 , 看 看 有 几 章 ,中 心 内 容 是 什么 ,也 可 以 挑 自 
己 最 有 兴趣 的 先 看 ,也 可 以 把 一 时 难 懂 的 细节 留 作 后 看 . 这 个 道理 
和 打仗 是 一 样 的 . 解放 战争 在 打 了 辽 沈 战役 后 ,是 先 打 淮 海战 役 后 
打 平 津 战役 ,并 不 是 按 地 理 顺 序 相反 地 打 . 太原 是 留 在 后 打 的 . 而 
全 国 并 未 完全 解放 时 ,北京 已 宣布 成 立新 中 国 了 . 甚至 到 现在 台湾 
也 还 没有 解放 ,但 这 并 不 影响 我 们 做 大 文章 . 当然 在 适当 的 时 候 ， 
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像 台 湾 这 类 问题 还 是 要 解决 的 ,解决 的 方式 可 以 是 蜡 样 的 . 读书 也 
有 类 似 的 道理 . | 

华罗庚 曾 有 著名 的 读书 公式 : 薄 一 一 厚 一 一 薄 , 即 开始 读 一 
凯 , 似 懂 非 懂 , 只 见 其 大 概 , 这 时 书 对 于 读者 是 薄 的 ;接着 详细 研 
读 , 加 注释 ,加 纸 条 ,加 心得 体会 ,着眼 于 细节 ,这 时 书 的 内 容 在 讯 
者 心目 中 是 厚 的 ;再 经 努力 , 融 汇 贯通 ,切实 掌握 了 书 中 的 理论 , 似 
乎 一目 『 然 , 书 在 读者 心目 中 是 薄 的 了 .但 这 时 的 “ 薄 ” 与 开始 时 的 
“ 薄 ” 已 经 很 不 一 样 了 ,是 在 更 高 水 平 上 的 “念佛 癌 旧 事物 的 回复 ”. 
这 真是 否定 之 否定 规律 活生生 的 殉 例 ,也 是 绿 合 一 一 分 析 一 一 纤 
合 过 程 的 极 妙 注释 . 此 外 国外 曾 流 行 着 SQ3R 读书 法 , 即 概观 
( Survey ) 一 一 # 问 (Question )—— 细 该 (Read) 探索 
(Research) 一 一 复习 (Review). 还 有 人 主张 读书 可 以 顺 读 、 反 读 、 
专题 读 , 说 顺 以 致远, 反 以 求 源 , 专 以 攻坚 ,三 种 读 法 不 可 或 缺 . 

总 之 这 都 反映 了 了 由“ 无知” 到 “有 知 ” 的 转变 方式 ,可 以 是 多 样 
的 ,要 因 时 因 地 因 人 而 蜡 . 不 一 定 非 要 传统 课堂 强调 的 “看 吃 桑 叶 ” 
式 不 可 . 可 以 如 “ 晓 来 谁 染 町 林 醉 ”, 大 片 从 林 由 绿 变 催 ,由 浅 红 变 
深 红 . 也 可 以 如 国画 名 家 宜 纸 涛 墨 , 浓 淡 淄 染 央 宜 ,“ 密 处 不 使 透 
JR, Bi SUL AY VA cE Ey”. 


{ESIC 写 此 文 原 是 任务 ,我 借 机 发 挥 ,预备 用 于 教学 . 没 想到 中 国 科 大 、 
信息 学 院 等 校 不 少 学 生 及 家 长 反映 出 如 此 兴趣 . 更 由 于 陈 计 等 同学 热心 ,多 次 分 载 于 
学 生 自 办 的 《 蛙 鸣 》,《 科 大 学 生 学 报 } 等 内 刊 上 ,及 有 此 次 发 表 . 感谢 他 们 的 热心 把 此 文 
介绍 给 大 家 . 如 果 说 此 文 有 什么 特别 之 处 的 话 ,我 想 主 要 是 能 够 和 敢于 依 实 依 理 讲 了 
此 “ 真 话 ”, 透 饼 了 一 些 治学 的 “天 机 ”, 希 望 有 益 于 来 者 . 诚然 这 些 多 是 亲身 历 司 最 深 
者 ,但 主要 应 是 源 于 华罗庚 等 科学 家 在 科大 培育 起 来 的 治学 传统 . 这 在 出 创造 型 人 才 
出 创造 性 成 果 方 面 是 相当 成 功 相 当 有 特色 的 . 自 写 此 文 已 十 年 了 ,现在 似 更 应 呼唤 献 
身 科 学 的 精神 ,人 类 水 恒 的 前 进 主题 . ME RI A REAGE. 
MA EI, WERENT H. 
野马 息 吹 持 视 下 ,苍苍 正 色 上 至 极 . 
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现代 数学 刘强 
数学 归纳 法 与 超 穷 归纳 法 
中 国 科学 院 计算 技术 研究 所 张 锦 广 


众所周知 ,有 无 穷 多 个 日 然 数 ,由 此 ,关于 日 然 数 的 某 一 性 质 
pia) FPR zc 可 以 取 任 意 的 自然 数值 ,从 而 人 们 就 得 到 了 无 
穷 多 命题 pO, DA), pO, pln), CHEAP SY 
真 假 值 呢 ? 换 句 话 说 ,对 于 这 种 具有 统一 形式 由 于 变 元 取 值 的 不 同 
而 引起 的 无 穷 多 个 命题 ,如 何 去 判 断 它们 的 真 假 值 呢 ? 特别 地 , 当 
这 些 命题 都 是 真 命题 (或 者 说 ,从 某 一 自然 数 FEB. pO), 
pCno 十 1),… 等 都 是 真 命题 ) ,我 们 怎样 去 证 明 它 们 呢 ? 对 此 ,我们 
有 一 个 一 般 方法 ,这 就 是 数学 归纳 法 . 

一 般 说 来 ,数学 归纳 法 是 关于 自然 数 的 性 质 p(x), 当 前 提 为 ; 

(1) 可 以 验证 命题 OR, 

(2) 对 于 任意 自然 数 n, 若 px) 成 立 , 则 可 推导 px 十 1) 也 成 


< 


结论 :对 于 一 切 自然 数 m 而 言 ,pbx) 都 成 立 . 

这 里 前 提 (1) 是 要 直接 进行 验证 的 . 在 运用 时 , 它 的 灵活 性 在 
于 考察 p(0) 是 否 成 立 , 如 果 p(0) 不 成 立 , 还 可 进一步 考察 pa), 
PpP(2) 力 至 对 某 一 自然 数 no pn EAR. ERR A 
起 点 问题 . 前 提 (2) 是 解决 性 质 p (x) 对 自然 数 序列 是 否 具 有 “ 遗 
传 ” 的 问题 . 既然 是 遗传 性 ,就 要 求 对 于 一 切 自然 数 ”由 p(n) 都 
能 够 推 得 p(n 十 1) ,当然 在 这 一 推导 过 程 中 只 能 使 用 命题 p(n) 的 
性 质 , 而 不 能 使 用 ” 的 特殊 性 ,也 就 是 保证 遗传 性 能 够 一 直 进 行 下 
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去 . 根据 这 两 个 前 提 , 就 获得 上 述 数学 归纳 法 的 结论 ， 

在 讲解 数学 归纳 法 时 ,不 能 把 它 看 作 是 由 特殊 到 一 般 的 方法 ， 
因为 它 不 同 于 一 般 的 归纳 法 , 它 是 完全 归纳 法 , 它 完全 是 由 上 自然数 
的 性 质 全 盘 决 定 了 的 . 对 于 自然 数 来 说 , 皮 亚 诺 所 指出 的 五 个 性 质 
是 基本 的 ,它们 都 是 根据 对 自然 数 概念 的 直接 分 析 而 获得 的 ,这 就 
是 :0 是 一 目 然 数 ; 任 意 自 然 数 的 后 继 ( 即 加 1) 还 是 一 自然 数 ; 任 意 
自然 数 的 后 继 都 是 唯一 决定 的 ;0 不 是 任意 自然 数 的 后 继 ; 数 学 归 
纳 法 成 立 . 当然 , 皮 亚 诺 是 把 数 1 作为 起 点 的 ,随后 ,罗素 等 人 把 0 
作为 起 点 ,在 理解 上 与 应 用 上 都 更 为 方便 一 些 ,并 且 已 被 广泛 地 采 
Hr. 

有 人 曾 把 归纳 法 的 结论 理解 作 可 以 有 PORE, RH o N E 
然 数 集合 ( 即 第 一 个 无 穷 序 数 ) ,从 而 推导 出 一 系列 荒 廖 的 结论 . 我 
们 已 经 明确 指出 ,数学 妇 纳 法 的 结论 是 对 于 每 一 自然 数 关 ,有 
bm) BIY mp Om) A. 这 仍然 是 一 自然 数 命 题 , 它 也 只 能 获得 自 
然 数 命题 的 有 效 性 ,而 不 能 获得 无 穷 序 数 的 有 关 命 题 . 对 于 无 穷 序 
数 的 有 关 命 题 已 超出 了 数学 归纳 法 的 范围 ,下 边 我 们 也 将 给 出 一 
个 简要 的 说 明 ， 

对 于 集合 形式 的 数学 归纳 法 来 说 , 若 集 合 TCo, 如 果 0ET， 
且 对 于 任 一 目 然 数 n H nET, BE n +1 ET BZA =o. 换 句 
语 说 ,上 和 目 然 数 集 合 了 ,在 0 在 其 中 ,并 且 了 对 后 继 是 封 闵 的 (或 了 
对 目 然 数 序列 具有 遗传 性 ) WS T=. 这 就 是 结论 ,而 不 能 是 o 
ET. 

自然 数 集合 的 最 小 原则 是 说 ,对 于 自然 数 的 任 一 不 空 集合 来 
说 都 存在 一 最 小 元 . 这 一 原则 , 早 在 欧 氏 的 《几何 原本 》 中 已 经 用 到 
T. 欧 氏 在 证 明 * 任 一 合 数 都 能 被 某 一 质数 除 尽 ”时 指出 ,车 4 为 
合 数 , 则 依 定 义 它 必 能 被 某 数 BRR. 车 B 为 非 质数 从 而 又 是 一 
合 数 ,于 是 能 被 C 除 尽 ,从 而 A 能 被 C 除 尽 , 若 C 为 非 质数 , 则 照 
此 类 推 下 去 . 于 是 他 说 :“ 若 继续 这 样 推 究 ,就 会 得 出 能 除 尽 其 前 面 
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一 数 的 质数 . 而 此 质数 也 能 除 尽 A. 如 果 不 能 得 到 这 样 的 一 个 质 
数 , 那 就 会 有 无 穷 多 的 一 系列 愈 来 您 小 的 数 能 除 尽 A. 这 对 于 (日 
然 数 ) 来 说 是 不 可 能 的 . ”这 就 是 欧 氏 提出 的 自然 数 的 任 一 集合 都 
有 一 最 小 元 的 假设 . 不 难 证 明 : 这 一 原则 与 数学 归纳 法 是 等 价 的 ， 
是 可 以 相互 推演 的 . 

关于 第 二 数学 归纳 法 ,通常 是 说 ,关于 自然 数 的 性 质 p(x) 4 
满足 前 提 : 对 于 每 一 自然 数 ” 由 小 于 ?的 一 切 数 &, 若 p(k) 成 立 
可 推演 出 p(n) 成 立 . 就 有 结论 :对 于 每 一 自然 数 n, 有 pln) 成 立 . 
使 用 量词 ,上 述 内 容 可 以 写 为 ; 

Vn kl(k<n—>p(k))—>p(n))—>Y npln). 

我 们 说 ,第 二 数学 归纳 法 与 通常 的 数学 归纳 法 ( 亦 称 第 一 数学 
归纳 法 ) 是 等 价 的 ,只 需 指 出 这 两 个 归纳 法 的 前 提 是 可 以 相互 推演 
的 束 足 够 了 . 为 此 ,我 也 把 第 一 数学 归纳 法 用 量词 形式 表述 如 下 ; 

PODANY n(pQ)—-p(nt1))—V npn). 

第 一 数学 归纳 法 的 前 提 中 说 明 p(0) 成 立 ,又 因 p (x) 满足 遗 
传 性 , 故 有 p(1),p(2),p(3) 等 成 立 ,从 而 满足 了 第 二 数学 归纳 法 
AY BI SE. 反之 ,假定 第 二 数学 归纳 法 前 提成 立 ,为 说 明 第 一 数学 归 
纳 法 的 前 提 这 时 也 必然 成 立 ,我 们 首先 说 明 p00) 成 立 . 因为 
V n(Y R(R<n>plk)—>p(n)) ,特别 地 , 当 为 0 时 ,就 有 ， 

(R<0— p(k))—>p(0) 

成 立 , 然 而 ,由 于 自然 数 均 为 大 于 等 于 0, 所 以 ,< 0 假 , 由 此 ,<0 
产 P(8) 为 真 命题 ,这 样 ,必然 有 p(0) 真 ,遗传 性 是 显然 的 . 这 就 说 
明了 ,两 个 数学 归纳 法 是 等 价 的 . | 

.在 运用 数学 归纳 法 时 ,也 常常 有 它 的 灵活 性 需要 注意 ,例如 和 欲 
证 为 k 十 1 时 命题 成 立 , 即 欲 证 (十 1) 成 立时 ,不 仅 要 用 到 
p(k), 而 且 要 用 到 pitt RZ. 这 时 ,就 不 仅 要 验证 初始 命题 
pCO), i Bae UE p(1) 也 成 立 , 方 可 进行 归纳 . 比如 , 令 F(O)=F 
(1 二 1 天) 二 Fn 一 1) 十 Gn 一 2)( 当 nn 之 2 时 ) ,求证 ;F000) 一 
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3 ,这 时 就 需 运 用 上 述 归 纳 情形 . 

为 了 进一步 说 明 数 学 归纳 法 对 前 提 的 要 求 和 它 的 结论 的 含 
义 , 我 们 列举 一 个 用 双重 归纳 法 的 例子 . 试 证 明 , 对 于 任意 自然 数 
nmi Anm n =m m<n 之 一 成 立 . 我 们 不 妨 米 用 集 
全 形式 的 归纳 原则 , 令 

T= in|n€whVm(m<n>(m<nVm=nVn<m)))}. 

先 证 :0ET, 亦 即 验 证 

Y mimEw>(m<OVm=0V 0<m)), 
为 此 , 令 Am A (m<0V m=0V 0 二 mx) ,对 A (lm) 再 作 归 纳 证 明 ， 
不 难 验 证 A(0) 总 成 立 ( 这 是 因为 O=0 恒 成 立 ). 

对 于 任意 Ew, 假设 A(%) 成 立 , 即 有 

k~O0OVE=0OV 0<=E, 
由 于 不 可 能 有 &< 0, 所 以 必 有 &=0 或 0< 之 一 成 立 . 不 管 怎样 ， 
这 时 都 有 0<& 十 1. 因 此 ,总 有 ARADR. 使 用 数学 归纳 法 ,就 
AV mAGm) KO, ORB OCT. 请 注意 ,如 上 的 论证 , 仅 在 于 验证 归 
aN A HE OET. 

现在 设 kET, 亦 即 对 于 任 一 mE w, 有 

| m<—kVm=kN k<m. - 
mk, RB m<kh+1;4 m=k, B mECk', m m <k +1; k 
<m , 则 总 有 & 十 1<<m 或 者 十 1 二 mx; 这 就 是 说 ,不 管 在 哪 种 情况 
下 ,总 有 十 1€ET. 这 就 完成 了 归纳 前 提 (2) 即 7 了 的 遗传 性 的 证 
明 . 再 次 使 用 数学 归纳 法 ,就 获得 了 了 T==w. 也 就 是 说 ,和 欲 证 结论 成 
立 . 

这 些 事实 都 说 明 ,数学 归纳 法 是 完全 归纳 法 , 它 由 自然 数 具 有 
起 点 ( 即 0) 和 具有 遗传 所 决定 的 . 它 不 是 也 不 可 能 是 从 一 些 特殊 
事实 归纳 出 一 般 结论 , 它 也 不 能 帮助 我 们 从 特殊 情况 发 现 一 般 规 
律 . 这 种 把 它 同 通常 归纳 法 相提并论 的 说 法 是 错误 的 ,通常 讲 的 归 
纳 法 与 数学 归纳 法 是 两 个 完全 不 同 的 概念 . 诚然 ,要 发 现 自然 数 的 
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某 一 性 质 是 否 对 一 切 自 然 数 均 成 立 ,需要 人 们 作 一 特殊 值 的 验证 ， 
然而 这 些 特殊 值 决 不 能 代替 一 般 的 论证 , 即 证 明 性 质 pC XT H ZR 
数 序列 的 遗传 性 . 

为 了 更 深入 地 理解 数学 归纳 法 的 性 质 , 不 妨 再 考察 -- 下 超 穷 
归纳 法 . 正如 数学 归纳 法 是 完全 由 目 然 数 的 性 质 所 决定 的 一 样 , 超 
穷 归 纳 法 是 由 序数 所 决定 的 . 康 托 尔 的 超 穷 序数 正 是 超 穷 归纳 法 
的 基础 . 

序数 是 自然 数 的 推广 ,每 一 自然 数 都 是 一 序数 . 由 此 ,序数 可 
定义 为 :0 是 序数 ; 任 一 序数 的 后 继 ( 即 加 1) 还 是 一 序数 ;序数 集合 
的 并 集合 是 一 序数 ;并 且 只 有 这 样 获得 的 才 是 序数 . 由 此 ,我 们 获 
得 了 w,w 十 1,w。2 是 序数 ,以 及 有 第 一 个 不 可 数 序 数 w ,第 二 个 
不 可 数 序数 w 等 . 一 个 序数 a 为 另 一 序数 8 的 后 继 时 ( 亦 即 a=B 
十 1) ,就 称 a 是 一 后 继 序 数 , 既 不 是 0 又 不 是 后 继 序 数 的 序数 就 称 
为 极限 序数 .w,w，2,w ,ws 都 是 极限 序数 . 

关于 序数 的 一 性 质 pler) SAAN: 

(DAW WERE 上 (0) 真 ; 

(2) 对 于 任意 后 继 序 数 atl E p(a) 成 立 , 则 可 推导 pCa 十 1) 
也 成 立 ; / 

(3) 对 于 任意 极限 序数 A 来 说 ,有 :对 于 一 切 a 过 4,p (l(a) 都 成 
并, 可 以 推演 pO) MA; 

结论 :对 于 一 切 序数 a 而 言 ,命题 p(a) 都 成 立 . 

当 我 们 规定 用 oP 表示 任意 序数 ;lim(a) 表 示 a 为 一 极限 序 
数 , 运 用 量 词 和 有 普 词 就 可 以 把 上 述 陈 述 的 超 穷 归纳 法 表示 为 ， 

POJAN al plad>platl DAV aedimla) AV ABa 

> p(B))—> pla))->W apla). 

这 里 前 提 (1) 是 要 直接 验证 的 ,而 前 提 (2) 与 (3) 是 要 给 出 证 明 
的 ,例如 , 当 PCO), pC) ,2),，… 等 均 成 立 , 即 对 任意 自然 数 n, 
p(n) 都 成 并 ,这 时 ,p(w) 也 可 能 成 立 , 也 可 能 不 成 立 , 究 竟 是 否 成 
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立 , 要 依赖 是 否 存 在 一 个 严格 的 数学 证 明 . 而 且 只 有 当前 提 (1)， 
(2), (3) 均 成 立时 ,我 们 才能 有 欲求 的 结论 . 

平行 于 第 二 数学 归纳 法 ,也 有 超 穷 归纳 法 的 第 二 种 形式 ,这 可 
以 写成 ， 

V aY pl(p<a>p(p)) >p(a)) VY apla). 

两 种 形式 是 等 价 的 .为 了 证 明 超 穷 归纳 法 ,常常 使 用 序数 的 最 小 原 
则 ,这 就 是 ;对 于 序数 的 任 一 性 质 pa) AAF a, 使 得 p(a) 成 
立 , 则 有 一 满足 此 性 质 的 最 小 序数 mw, 也 就 是 说 ,有 唯一 的 序数 wm 
a (BTR pl(ao) 成 立 , 并 且 对 寺 任 意 的 序数 8 二 ao, 都 有 p(B) 不 成 
Ve. 可 以 证 明 ;: 最 小 原则 与 超 穷 归纳 法 是 等 价 的 ， 

数学 归纳 法 是 超 穷 归 纳 法 的 一 种 特殊 形式 ,这 是 因为 自然 数 
只 是 序数 的 一 个 特殊 部 分 即 有 穷 序 数 的 那个 特殊 部 分 . 这 就 是 两 
者 的 联系 与 差别 . 

本 文 的 目的 主要 是 澄清 数学 归纳 法 的 有 关 概 念 ,对 于 某 些 作 
者 一 提 到 数学 归纳 法 就 要 首先 讲 “ 从 一 些 特殊 事实 归纳 出 一 般 结 
论 《 如 像 高 中 数学 课本 那样 ) ,或 者 “ 当 等 于 特定 值 * 时 成 立 的 
假定 下 ,如果 能 证 明 当 等 于 有 十 1 时 也 成 立 ,那么 就 可 以 断定 这 
个 命题 对 于 任何 自然 数 都 成 立 ”( 见 《辞海 数学 归纳 法 ). 所 谓 
“特殊 事实 "和 “特定 值 ” 的 提 法 ,我 们 认为 这 只 能 给 读者 带 来 糊涂 
观念 ,应 子 以 证 清 . 至 于 归纳 法 的 例题 和 应 用 ,有 很 多 材料 ,特别 是 
华罗庚 的 《数学 归纳 法 (上海 教 育 出 版 社 ,1963 或 《华罗庚 科 普 著 
作 选 集 》, 上 海 教育 出 版 社 ,1984, 第 105 一 -152) 有 许多 精辟 的 说 明 
和 精 选 的 例题 ,读者 可 以 从 中 得 教 益 . 数学 归纳 法 在 计算 机 应 用 领 
域 也 有 广泛 的 应 用 ,限于 篇 幅 这 里 也 没 法 深 论 ,读者 可 参阅 天 津 科 
技 出 版 社 出 版 的 《信息 与 逻辑 》 从 书 . 

( 选 目 《初等 数学 研究 论文 选 》) 
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陆 家 改 的 大 集 年 理 简介 


内 蒙古 师范 大 学 FRA 


1983 年 3 月 和 1984 年 9 月 ,国际 学 术 刊 物 4 组 全 论 洒 志 》A 
辑 用 100 页 的 篇 幅 ,连续 发 表 了 我 国 包头 市 第 九 中 学 陆 家 尺 老师 
的 六 篇 文章 “ 论 不 相交 斯 坦 纳 三 元 系 大 集 1 ~VI”, 解 决 了 一 百 三 
十 年 来 一 个 著名 难题 ,引起 了 国内 、 外 数学 界 的 重视 . 他 的 成 就 属 
于 组 合 数 学 区 组 设计 . 本 文 简介 这 一 工作 ,并 表达 笔者 对 已 经 不 六 
去 世 的 陆 老师 的 敬意 和 怀念 ， 

随 着 计算 机 科学 的 迅速 发 展 ,相对 于 连续 数学 ,兴起 了 离散 数学 ,组 
合 数学 便 是 一 门 重要 的 新 分 文 , 又 叫 组 合 学 (combinatorios) AAG i. 
组 全 分析 , 它 研究 离散 对 象 (一 般 是 有 限 个 ) 在 事先 给 出 的 约束 条 
件 下 如 何 进行 安排 或 配置 . 如 把 对 象 看 成 一 个 集合 , 那 就 是 要 研究 
按 条 件 排 成 一 些 子 集 的 方法 ,要 回答 :1. 在 条 件 合 理 , 安 排 可 行 
时 ,这 些 安 排 有 多 少 种 ? 一 一 计数 问题 . 这 与 初等 数学 密切 相关 ， 
因 排 列 、. 组 合 . 二 项 式 定理 等 是 计数 理论 的 起 点 . 2. 在 条 件 改 变 或 
原来 就 不 知 是 否 合理 时 ,安排 是 否 可 行 ? 一 一 存在 性 问题 , 3. 当 
存在 性 被 证 明 时 ,如 何 具 体 设计 这 种 安排 ? 构造 问题 . 4. 在 
实际 问题 的 痛 景 下 ,如 何 找 到 最 佳 或 较 佳 安排 方案 ? 一 一 优化 问 
题 . 就 研究 对 象 和 方法 的 区 别 而 言 , 组 合 数学 主要 分 为 图 论 Am 
问题 (主要 是 计数 ) 和 区 组 设计 . 

区 组 设计 (blook design) 研 究 这 样 一 类 具有 重大 一 般 性 的 问 
是 :把 wv 元 集合 中 的 元 安排 到 指定 数目 的 子 集 中 去 ,使 得 第 i 个 
元 在 锌 选 出 的 所 有 子 集中 出 现 x; 次 ,第 ;个 子 集 包 含 & 个 不 同 
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元 ,并 使 两 元 组 、 三 元 组 …… 出 现 一 指定 的 次 数 . 这 里 的 子 集 就 叫 
做 区 组 . 区 组 设计 的 一 种 基本 形式 是 平衡 不 完全 区 组 设计 
(balanced incomplete block design) , 445 4 BIBD. 
一 个 BIBD 是 把 集 X 的 ”个 不 同 元 安排 到 2 TRA EG: 
L 每 一 区 组 恰 含 & 个 不 同 元 ;2. 每 元 怡 出现 于 个 不 同 区 组 ;3. 
每 对 不 同 元 恰 出 现 于 4 个 不 同 区 组 . 因 共 涉及 五 个 变量 , 故 记 作 
(pr 设计 .五 变量 间 有 如 下 基本 关系 式 : 
bk=vr, (1) 
r(k—1)=AWw—1). (2) 
M4 k=3,A=1 时 的 BIBD, ,叫做 斯 坦 纳 三 元 系 (Steiner triple 
systems) ,可 记 作 SCv). 易 知 存在 一 个 SCv)) 的 必要 条 件 是 对 某 个 
非 伍 整数 n, 有 v= 二 6n 十 1 或 v= 二 6n 十 3, 即 
v=1,3(mod 6). (3) 
2 1847 年 英国 数学 家 柯 克 曼 (T. P. 
Kirkman ) 提 出 并 证 明了 前 后 被 称 为 斯 
坦 纳 三 元 系 存 在 的 必要 条 件 也 是 充分 
的 .SC(v) 的 区 组 数 为 
b=v(v—1)/6. (4) 
Gli Sv=7 AM X=(1,2,3,4, 
5,6,7}, 则 一 个 SCA b=7(7—1)/6 
个 三 元 组 ,是 一 个 (7,7,3,3,1) 设 计 , 可 用 如 图 的 方法 来 安排 : (1， 
2,3},{1,4,5}, {1,6,7}, {2,4,6}, {2,5,7}, (3,4,7}, {3,5,6}, 3E 
七 个 区 组 . 
这 个 S$(7) 的 关联 矩阵 关于 主 对 角 线 为 对 称 , 它 的 道 阵 A 
所 表示 的 三 元 系 也 是 一 个 S07):{3,5,7},{1,2,7}, {1,3,4), {1， 
5,6},{2,3,6),{2,4,5}, {4,6,7}. 这 两 个 SC7) 没 有 相同 的 三 元 
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O -TO DER MKA OX 的 元 时 用 1 表示 ,无 X 的 元 时 用 0 表示 . 
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| h fi 


O O = e.e o O m 

= = Oo O O O me 
= bọ e O e o. 
© = Oo oo me OO 
O coc e e o o 
= = O e CO Oo 


1 1 0 
同一 ”元 集 X 上 的 So 如 果 彼 此 之 间 没 有 共同 的 区 组 , 叫 
做 互 不 相交 或 两 两 互 斥 的 . 用 D(o) 表 示 互 不 相交 的 Sw) 的 最 大 
个 数 , 易 知 对 v3, 
Do) Sv 一 2. 
由 于 wv 元 集 X 所 能 构成 的 全 部 不 同 的 三 元 组 的 总 数 是 


Ca 一 ene), 


由 (4) 知 一 个 SOA b=vv—1)/6 个 不 同 的 三 元 组 ,于 是 存在 
可 能 


3 
D@)=S=0—2. (5) 


满足 (5) 的 所 有 v 一 2 个 SCo) 叫 做 不 相交 斯 坦 纳 三 元 系 大 集 . 所 谓 
大 集 问 题 ,就 是 大 集 的 存在 问题 ;所 谓 大 集 定 理 , 就 是 要 证 明 它 存 
在 的 必要 条 件 也 是 充分 的 . 

例 2 一 个 S09) 是 一 个 (12,9,4,3,1) 设 计 , 可 用 以 下 一 个 逢 
阵 按 三 横行 、 三 纵 列 和 展开 式 六 个 乘积 的 次 序 排出 56=12 个 区 组 ， 
对 它 而 言 , 恰 存在 另外 6 个 S$(9), 由 


l 2 4 1 2 8 l 2 5 l 2 9 
3 7 8/,/9 4 3], 8 3151/7 4 3], 
9 5 6 7 6 5 4 7 6 9 8 6 
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1 2 3) (1 2 6) f1 2 7 
caspases 
7 8 5} l4 8 9J 5 9 8 
给 出 . 上面 7 个 $09) 共 84 个 区 组 构成 一 大 集 , 满 足 (5), 即 DCO) 
一 7 


存在 不 满足 (5) 的 阶 , 如 v==7. 对 例 1 的 两 个 $C(7) 而 言 ,不 存 
在 另外 三 个 SC(7), 使 得 D(7)==5 成立; 只 有 DC07))==2. 换言之 ,vw 
=7 时 大 集 不 存在 . 这 一 点 是 英国 著名 数学 家 山菜 (A. Cayley) Æ 
1850 年 证 明 的 , 于 是 ,很 目 然 地 人 们 会 问 : 自 然 数 中 满足 (3) 的 vw 
BR 7 之 外 还 有 哪些 不 满足 (5)? 由 此 揭 开 了 大 集 问 题 研 究 的 序幕 . 

1850 年 柯 克 曼 提 出 了 著名 的 十 五 女生 问题 :十 五 个 女 学 生 ， 
每 天 下 午 三 人 一 组 出 去 散步 , 问 怎 样 编组 ,使 得 每 两 个 女 学 生 在 七 
天 内 分 到 一 小 组 中 恰 见 一 次 面 ? 这 是 一 个 (35,15,7,3,1) 设 计 , 即 
要 求 给 出 一 个 5S(15). 同年 他 给 出 了 例 3 的 一 个 方案 , 翌年 发 
K. 1850 年 英国 数学 家 西 尔 伟 斯 特 (J.J. Sylvester) 和 凯 莱 提出 这 
一 散步 日 程 表 能 否 安 排 13 周 ? 即 是 否 有 DQ5)==13? 后 一 问题 很 
难 , 直 到 1974 年 才 有 人 用 电子 计算 机 算出 . 

例 3 柯 克 曼 女 生 散 步 方 案 为 
星期 日 :{1,2,3),{4,8,12},{5,10,15},{6,11,13},{7,9,14); 
星期 一 :; {1,4,5},{2,8,10},{3513,14},{6,9,15},{7,11,12}; 
EE Z: 41,6.7},(2,9,113.(3.12,15}, {4,10,14},(5,8,13}; 
HA :(1,8,9},{2,12,14},(3,5,6},{4,11,15},{7,10,13}; 
星期 四 ;{1,10,11),{2,13,15}),{3,4,7}, {5,9,12), {6,8,14}; 
星期 五 : {1,12,13)},{2,4,6},{3,9,10},{5,11,14},{7,8,15}; 
星期 六 :{1,14,15},{2,5,7),{3,8,11},{4,9,13}, {6,10,12}. 
事实 上 在 1850 年 柯 克 曼 证 明 D(D=7 之 后 ,在 一 百年 内 有 


— 


ee 


GQ) S(C6m+3) X AY ity oF -- 76 A (Kirkman triple systems), ic fE Si (v). 
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四 位 数学 家 重复 了 这 一 工作 ,没有 取得 一 点 进展 . 要 想 证 稍 大 一 些 
HJ v 是 否 满 足 D(v) 一 v 一 2, 每 跨 出 一 步 都 遇 到 了 对 个 人 能 力 的 挑 
R. 于 是 ,数学 家 们 分 兵 三 路 ,应 用 直接 法 、 提 高 下 界 法 和 递归 法 ， 
企图 攀 上 大 集 问 题 的 顶峰 
v=1,3¢mod 6) ,v~7ODW) =v—2. (6) 
到 1976 年 之 前 ,在 应 用 直接 法 方面 所 得 成 果 是 :对 v=1,3, 
(mod 6) ,9<v 委 205 区间 的 66 个 vv 值 ,证 明了 56 个 是 满足 DW) 
=v—2 的 ;还 有 10 个 vv 没有 办 法 证 明 , 它 们 是 37,85,97,109， 
133,141,145,157,181,195. 和 直接 构造 这 条 路 相当 不 易 ,例如 对 vw 
二 205, 它 的 斯 坦 纳 三 元 系 大 和 集 共 有 Chs= 1414910 个 各 不 相同 的 
区 组 分 属于 203 个 S(205). 纵然 藉 助 于 计算 机 ,对 于 06) 的 目标 而 
言 ; 仍 然 是 于 事 无 补 的 ;何况 “组 合 大 爆炸 ”, 计 算 机 的 容量 和 所 占 
机 时 不 能 承受 . 数学 家 走 这 条 路 是 为 取得 一 些 构造 方面 的 经 验 . 
百 余 年 来 数学 家 们 主要 走 提 高 下 界 的 道路 . 其 主要 结果 有 : 
D(13)23,D(15)>2. ( 柯 克 曼 ,1850) 


D(v) 宇 (v 一 1)/2. (由 思 猜想 ,1917) 
4m+1,4 m=0,2(mod 3) ; | 
16m 43) 4m—1,% m=1(mod 3). 多 银 1972) 

D(6m+1)22m—1,%t m==1(mod 2). 

D(6m+3)>4m+2. ( 宾 克 等 ,1974) 
D(6m 十 1) 之 3m 十 1, 对 m=1(mod 2),( 柯 效 哥 等 ,1975) 等 . 沿 着 
这 条 路 能 否 达 到 Do)=v 一 2, 现 在 我 们 还 不 知道 ,关山 退 递 ,到 
1981 年 有 人 在 《组 合 论 杂 志 》 上 说 ,此 问题 离 解决 还 很 远 . 实际 上 
连 一 条 达到 它 的 途径 还 没有 找到 

1976 年 之 后 ,有 五 六 年 时 间 ,这 一 问题 的 讨论 显得 有 些 沉 

BL. 但 是 ,就 在 人 们 徘徊 歧路 、 途 巡 难 进 之 时 ,在 世界 组 合 学 界 没有 
料 到 的 地 方 ,突然 有 人 宣告 了 大 集 问题 的 全 部 解决 ,他 就 是 中 国 -- 
个 普通 中 学 的 物理 教师 陆 家 义 . 
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陆 家 葡 用 递归 法 证 明了 以 下 的 大 集 定理 . 
in  v=1,3(mod 6),v>7 Al v& (141, 283,501,789,1501, 
2365}, W] Dw) =v—2. 
这 个 定理 由 以 下 七 个 引 理 推出: 
引 理 1 〈 特 林 克 ,1973) 如 果 DW) =v—2, M] 
D(3v) =3v—2. 
3| 理 2 (党 莎 ,1975) 如 果 Dw) =v—2 和 v7, W 
D(2v+1)=2v— 1. 
引 理 3 wR Dmt+2)—=n,n=11(mod 12) Al n& {23,47,59, 
83,107,167,179,227 , 263,299,347 »3835719,767592351439}, iil 
D(3n) =3n—2. 
5| 理 4 WR Dnt+2—=n.p ERB, p=7 (mod 8) K pE 
{5,17,19,29}, (psn) 关 (5,1), 则 
D(2 pn) = pn. 
5| 理 $ MR 是 奇数 ,存在 着 12 个 互相 正 交 的 阶 为 的 拉 
丁 方 ,而 且 DU+2n)=2n—1, i 
DU+12n) =12n—1. 
引 理 6 WR DU+4n)=4n—1,n 是 正 整数 ,ppE {1,2,5)， 
则 
D(1+12pn)=12pn—1. 
引 理 7 如 果 DO 二 12n) 二 12n 一 1,n 是 奇数 ,PE (7,11), M 
D(l 二 12pn)=12pn—1. 
至 此 , 除 v>7 的 六 个 值 外 ,Dwv) 王 v 一 2 已 宣告 成 立 . 这 七 个 
过 归 构 造 将 满足 (3) 的 v 覆盖 ,只 留 下 上 述 六 个 数 ( 以 及 陆 文 中 己 
说 明 的 几 个 数 ). 已 有 人 编 成 了 大 集 定 理 的 算法 程序 ,在 计算 机 上 
子 以 验证 ,大 集 定 理 的 结论 是 完全 正确 的 . 
1984 年 9 月 我 国 组 合 学 界 组 织 了 “ 陆 家 闵 学 术 工 作 评 审 委员 
会 ,经 过 认真 讨论 ,一 致 认定 大 集 定 理 的 证 明 是 完全 正确 的 ,这 一 
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成 果 将 载 入 组 合 数学 的 史册 . 
1983 年 10 H 31 日 陆 家 义 开 完 一 个 学 术 会 议 返 家 当夜 猕 然 
夫 世 , 留 下 了 大 集 定理 中 的 六 个 数 , 没 有 来 得 及 写成 论文 证 . 1983 
年 7 月 30 日 在 大 连 全 国 组 合 数学 首届 会 议 上 他 宣布 对 这 六 个 数 
” 已 找到 构造 大 集 的 方法 ;在 遗 稿 中 大 们 发 现 了 为 此 而 写 的 20 多 页 
提纲 . 但 是 ,由 于 问题 特殊 的 困难 性 ,迄今 还 没有 人 能 完成 陆 家 闵 
的 这 一 未 竟 之 业 . 1985 年 5 月 在 广州 全 国 组 合 数学 第 二 届 会 议 
上 ,青年 组 合 数学 工作 者 已 开始 接手 这 一 工作 . 希望 陆 家 义 所 开辟 
的 道路 后 继 有 人 . 
( 选 自 ( 初 等 数学 研究 论文 选 》) 
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从 反对 数 表 的 几何 性 质 谈 起 


中 国 科学 院 成 都 分 院 ” 张 景 中 


大 概 许 多 同学 和 老师 ,都 会 觉得 各 种 函数 表 的 学 习 和 使 用 是 
最 为 枯燥 乏味 的 了 . 其 实 , 如 果 你 深入 地 了 解 一 下 这 些 表 的 结构 ， 
特别 是 研究 一 下 它 的 几何 性 质 , 倒 也 趣味 和 盎然. 你 会 惊奇 地 发 现 . 
在 看 来 十 分 平凡 的 表格 里 , 藏 着 一 些 耐 人 寻味 的 规律 . 利用 这 些 规 
律 , 可 以 制 成 种 种 方便 、 准 确 的 算 图 . 


(一 ) 反 对 数 表 的 几何 性 质 


我 们 常用 的 四 位 反对 数 表 , 是 分 开 印 在 两 三 页 上 的 . 如 果 把 全 
表 贴 在 一 张 纸 上 , 排 成 一 个 “整体 反对 数 表 ”, 许 多 有 趣 的 性 质 便 呈 
现 出 来 了 . 

如 附 表 所 示 ,我 们 把 从 0. 000 到 0. 999 这 一 干 个 对 数 尾数 的 
反对 数 (四 位 有 效 数字 ), 自 左 而 右 , 自 上 而 下 地 排 成 了 一 个 50x 
20 的 长 方 阵 . 每 个 数 占据 的 地 盘 都 一 样 , 是 一 个 小 小 的 长 方形 . 长 
方形 的 左下 角 处 的 顶点 ,叫做 这 个 数 的 代表 点 ,例如 :第 0 行 的 第 
三 点 代表 1005 ,而 第 2 行 的 第 6 点 代表 1109; 每 行 的 最 末尾 ,也 添 
上 一 个 点 , 它 和 下 一 行 的 第 一 个 点 代表 同一 个 数 . 例如 整个 表 的 右 
上 角 那 个 点 和 第 0 行 的 第 一 个 点 ,同时 代表 1000, 而 第 49 行 末 一 
个 点 (第 21 个 点 ) 和 表 的 左下 角 附 加 那个 小 矩形 的 左下 顶点 ,也 同 
时 代表 1000; 第 12 行 末 一 点 和 13 行头 一 个 点 ,同时 代表 1820, 等 
F. 
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这 样 ,图 上 总 共有 50X21 十 2 二 1052 个 点 子 . 其 中 有 4 个 点 代 
表 间 一 个 数 1000( 四 角 ), 有 98 个 点 代表 49 个 数 , 其 余 950 个 后 
各 代表 一 个 数 , 总 共 1000 个 数 . 这些 点 统称 格 点 . 
对 每 个 格 点 4, 可 以 给 出 它 的 坐标 (za、ya). za 代表 A 所 在 的 
行 号 码 . ya 代表 列 号 码 . 通常 ra 从 0 取 到 49, 而 ya 从 0 取 到 20. 
此 外 ,在 第 一 1 行 只 有 一 个 点 (一 1,20) ,代表 1000; 在 第 50 行 也 只 
有 一 个 点 (50,0) ,也 代表 1000. 
A 点 所 代表 的 数 记 作 PCA). 我 们 来 分 析 一 下 ,lgP(4) 和 A 
的 坐标 有 什么 关系 . 由 于 点 子 每 右 移 一 格 , 它 所 代表 的 数 的 对 数 增 
加 0. 001 ,每 向 下 移 一 格 ,所 代表 数 的 对 数 增加 0. 020. 因此 可 见 ， 
E 4 一 (zayya), 则 有 : 
IgP(A)=0. 020z4 十 0. 001ya (mod 1), 
我 们 用 “三 ?表示 两 边 的 数 的 有 效 数 字 相 同 , 则 
P(A)= 10% at 0 OOly, ， 
这 两 个 公式 便 是 我 们 进一步 讨论 的 基础 . 
从 这 两 个 公式 可 以 看 出 :第 上 行 的 右 症 点 和 第 十 1 行 的 左 端 
点 代表 一 个 数 . 这 是 因为 ,对 于 
A=(k,20),B=(k+1,0) 
必 有 : 
lgP(A)=0. 020k +0. 001 X 20=0. 020X (k+1)+0. 001 X0 
三 lgP(B) (mod 1). 
下 面 讨论 这 些 格 点 的 几何 性 质 . 
GQ) ABCD 成 平行 四 边 形 , 则 必 有 : 
P(A): P(B)=P(D): ©), 
A itt: P(A)P(C)=PCB)P(D). KZA. 
证 明 根据 解析 几何 的 知识 ,或 直接 在 图 上 用 全 等 二 角形 来 
证 明 ,都 可 知道 , 当 ABCD 成 平行 四 边 形 时 ,它们 的 坐标 (zayya)， 
(Crzsgyys)y (zcyyc)y(zoyyp) 之 间 应 满足 关系 : 
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XLA IB FTD Xe, (1) 
y4 一 yB 一 yp 一 yc， (2) 
用 0. 020 FEC), 0. 001 乘 (2) 式 ,再 相 加 ,可 得 
(0. 020z4 十 0. 001y4) — (0. 020zg 十 0. 001 yz) 
= (0. 020zp 十 0. 001yp) 一 (0. 020xc +0. 001yc)， 
亦 即 : 
lgP(A)—lgP(B)=lgP(D)—igP(C) (mod 1). 
.P(A): P(B)=P(D)): P(C). a 
GDË A.B.C = RIA, H B 在 AC RE E,AC=A AB, T]: 
P(BY=P(C) + P(A). 
证 明 由 4C= 4B, 可 知 : 
Z4 一 Ze 一 AZ4 一 8B)， (3 ) 
ya— yc—=A(yaA— yp). (4) 
用 0. 020 #€(3).0. 001 R), HAIN, HB: 
IgP(A)—-IgP(CO=ACUgPCA)—lIgPC(B)) (mod 1). 
“. PCA)? P(C)=PC(A)*: PCB)’. 
..P(BY=P(C) + P(A)! a 
作为 推论 ,我们 得 到 ; 硅 B 是 4、C 的 中 点 ( 即 4=2), 则 PCB) 
与 P(C) 与 P(A) 的 比例 中 项 仅 相 差 一 个 10° 因子 . 
下 面 的 性 质 ,也 许 是 最 为 有 趣 的 了 ， 
(iit M=(—1,20),N=(0,0). fF 
直线 MN. Mik ALBL.C 是 三 个 格 点 .过 B N 
作 MN 之 平行 线 , 交 AC FD. & AC 
=AAD, Wah: COD 
P(BY=P(C) + (A), 
WER MRR AH RRS 
标 , 上 且 仍 以 (0,0) 为 原点 ,并 保持 格 点 之 坐 
标 不 变 , 则 直线 MN 之 方程 为 
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而 BD/MN  , i BD 方程 为 : 


20x + y=20zxrp+t yp. (6) 
由 AC=AAD, TA: 

La — zem ÀAlra azp), (7) 

ya— yc ™ Àl ya T yp)» (8) 


用 0.020 乘 (7),0.001 乘 (8) ,再 相 加 ,得 : 
(0. 020z4 十 0. 001ya)— (0. 020zc 十 0. 001 ye) 
一 A[ (0. 020x4 十 0. 001y4) 一 (0. 020rp +0. 001 yp) I. (9) 
由 于 8 在 BD 上 ,把 B 的 坐标 (za,ys) 代 入 (6)，: 
20zpg 十 ys 一 20Zzp 十 yp， 


即 
0. 020x +0. 001ys 一 0. 020rp +0. O01 yp. (10) 
把 (10) 代 入 (9) 的 右 端 ,得 : 
IsP(A)—IgP(C)=AUgP(A)—lgP(B)) (mod 1). 
P(BY=P(C) + PCA)". a 


(二 ) 把 反对 数 表 当 成 乘除 计算 图 


根据 上 面 所 证 明 的 整体 反对 数 表 的 几何 性 质 ,特别 是 性 质 1， 
可 以 把 这 表 当 成 乘 、 除 算 图 来 使 用 . 但 是 ,不 能 直接 在 表 上 画 平 行 
四 边 形 来 作 计 算 , 因 为 画 上 几 次 RE aR T! 

我 们 建议 一 种 方法 来 实现 表 上 的 计算 过 程 . (有 兴趣 的 读 寿 ， 
完全 有 可 能 找到 另外 的 方法 . ) 

找 一 张 和 表 一 样 大 小 的 透明 塑料 片 . 例如 . 可 以 用 幻灯 纸 , 洗 
兆 了 的 XX 光 胶 片 , 甚 至 厚 一 点 的 聚 氯 乙 烯 薄膜 也 可 以 . 在 塑料 片 
上 用 针 或 圆珠笔 画 上 和 整体 对 数 表 边框 一 样 大 小 的 矩形 ,给 形 的 
四 角 , 相 当 于 四 个 “1000” 所 在 的 位 置 , 画 上 四 个 小 长 方形 . 把 这 四 
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个 小 长 方形 ,叫做 “输出 位 上边 的 两 个 输出 位 ,用 红色 标 出 ,下 面 
的 ,用 蓝 色 标 出 . 在 这 个 塑料 片上 写 一 个 “ 正 ” 字 ,以 免 弄 反 了 方向 . 
以 下 ,把 这 个 塑料 片 叫 做 “ 明 片 ”. 

以 下 分 别 介绍 除法 、 乘 法 和 比例 计算 法 . 

除 法 

把 明 片 放 在 表 上 ,使 四 角 的 输出 位 对 准 四 个 “1000”, 即 在 输出 
位 读 到 的 恰 是 “1000”. 这 个 步骤 以 下 简称 “对 正 ”. 在 除数 D(A4) 所 
在 的 位 置 ,用 钢笔 画 一 个 小 长 方形 把 除数 正好 套 住 ,这 个 步 又 ,以 
下 叫做 在 DCA) Sb BS”. (如 果 要 简便 ,这 个 记号 也 可 以 不 画 
小 长 方形 ,而 仅仅 画 出 这 个 小 长 方形 的 左边 的 一 条 边 , 即 在 格 点 4 
处 同上 男 一 条 紧 直 的 线段 ,其 长 度 为 行 宽 . ) 然 后 平移 明 片 ,使 所 划 
的 记号 对 准 被 除数 . 这 时 ,四 个 输出 位 中 必然 惟有 一 个 落 在 表 内 ， 
在 输出 位 处 , 便 可 读 到 商 的 四 位 有 效 数字 . 

这 四 步 , 简 括 起 来 便 是 :对 正 ,在 除数 处 画 记号 ,记号 对 着 被 除 
数 ,在 输入 位 读 答案 . 

道理 何在 呢 ? 设 我 们 最 后 在 右上 角 的 那个 输出 位 读 到 了 答案 
PCO). WA EAR A M ,除数 位 置 在 4 ,被 除数 位 置 为 B, 则 由 于 
平移 ,使 MABC 成 为 平行 四 边 形 . 由 性 质 i A 

P(M) + P(A)=P(C) : P(B). 


« P(B) 
P(C) = PCA) 


由 于 我 们 得 到 的 读数 仅仅 是 所 求 商 的 有 效 数 字 , 故 最 后 还 要 
定位 . 定位 规则 是 ， 
四 . 车 商 在 蓝 色 输出 位 读 出 , 则 ， 
商 的 位 数 = 被 除数 位 数 一 除 数位 数 
Z. 车 商 在 红色 输出 位 读 出 , 则 ， 
商 的 位 数 二 被 除数 位 数 一 除 数位 数 十 1. 
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这 个 规则 的 证 明 ,请 读者 作为 练习 ,自行 完成 . 至 于 一 个 数 的 位 数 ， 
是 指 其 首位 有 效 数 字 与 小 数 点 之 “有 向 距离 ” 例如 :43.4,61， 
37.125 都 是 两 位 数 ,8,1.5 是 一 位 数 ,0.33,0.105 是 0 位 数 ， 
0. 0094,0. 00881 是 负 2 位 (一 2 位 ), 等 等 . 

第 一 步 仍 是 对 正 ; 然 后 在 乘 数 处 划 记 号 .第 三 步 是 把 明 片 旋转 
180", 即 使 “ 正 ?" 字 向 下 ,第 四 步 是 把 记号 对 准 被 乘 数 ,最 后 在 输出 
位 读 到 积 的 有 效 数字 . 

道理 是 这 样 的 :车 以 M 记 输 出 位 原 位 ( 即 角 上 的 点 ),A 记 乘 
数位 置 ,B 记 被 乘 数 位 置 ,C 记 读 答 数 处 , 则 由 于 平移 和 180" 旋 转 
AMBC 恰 为 平行 四 边 形 ,因而 PCA) e PCB) =P(M) PC) Aa 
P(M)=1000,#t P(C)=P(A) « P(B). 

定位 法 如 下 : 

甲 . 若 答 案 在 蓝 色 输出 位 读 出 , 则 . 

积 的 位 数 二 相 乘 两 数位 数 之 和 ， 

Z. 若 答案 在 红色 输出 位 读 出 , 则 : 

积 的 位 数 王 相 乘 两 数位 数 之 和 一 1 

解 比例 式 


第 一 步 , 适 当选 择 一 个 输出 位 ,把 它 套 住 a 所 在 的 矩形 格 , 使 
b 落 在 明 片 的 大 方 框 之 内 (不 然 , 则 换 一 个 输出 位 ). 第 二 步 在 b 处 
划 记 号 ;第 三 步 平 移 明 片 使 记号 对 准 c, 最 后 在 输出 位 该 出 x 的 有 
BSF. 

原理 从 略 ,读者 不 难 用 平行 四 边 形 法 则 导出 . 定位 法 则 如 下 : 
(注意 :我 们 在 计算 过 程 中 ,两 次 使 用 了 输出 位 》 

甲 . 若 两 次 所 用 的 输出 位 同色 , 则 

x 位 数 =a 位 数 十 c 位 数 一 5 位 数 . 


Z. 若 两 次 不 同色 ,在 蓝 色 输入 位 读 答 数 : 
Zz 位 数 二 a 位 数 十 c 位 数 一 5 位 数 一 1. 
A. 若 两 次 不 同色 ,在 红色 输出 位 读 答 数 : 
Z 位 数 二 a 位 数 十 c 位 数 一 5 位 数 十 1. 

开平 方 

利用 性 质 ii 中 关于 比例 中 项 的 推论 ,容易 想到 ;把 a 的 代表 点 
A 与 1000 的 代表 点 B 连接 , 则 AB 的 中 点 ,应 当 是 V a 的 有 效 数 
字 的 代表 点 . 

但 是 ,这 里 有 两 个 问题 ， 

第 一 ,1000 有 四 个 代表 点 ,和 哪 一 个 相连 呢 ? 回答 是 ， 

Aa 的 位 数 为 奇数 , 行 号 为 偶数 时 和 左上 角 连 , 行 号 为 奇数 时 
和 右上 角 连 ; 

a 的 位 数 为 偶数 , 行 号 为 偶数 时 和 左下 角 连 , 行 号 为 奇数 时 
和 右 下 角 连 . 

简 括 之 :位 数 定 上 下 , 奇 上 偶 下 ; 行 号 定 左 右 , 奇 右 偶 左 . 其 中 
道理 , 留 给 读者 思索 . 

第 二 ,4B 的 中 点 C 如 果 不 正好 落 在 格 点 时 怎么 办 ? 

按照 上 述 连 线 法 ,可 以 保证 C 点 落 在 格 点 所 在 的 水 平行 线 
上 , 即 落 在 格 点 或 两 个 同行 的 格 点 之 间 . (这 时 ,用 一 根 直 尺 ,或 利 
用 明 片 上 的 边线 很 容易 找到 AB 之 中 点 C. 方法 是 应 用 平面 几何 
里 的 “等 距 平 行 线 把 线段 等 分 ”的 原理 . ) 这 时 ,可 利用 比例 内 插 法 
读 出 答 数 的 前 四 位 有 效 数字 . 

例如 , 求 v 2 的 算法 如 下 :2 是 奇数 位 ,而 2000 在 15 行 , 按 奇 
上 奇 右 ,把 2000 的 代表 点 4 与 右上 和 角 1000 的 代表 点 B 连接 ,其 
中 点 在 第 7 行 1413 与 1416 的 代表 点 之 间 , 取 平均 值 为 14145. = 
位 后 得 1. 4145 ,误差 小 于 0. 0003. 

如 来 在 表 上 找 不 到 被 开 方 数 a 的 代表 格 点 ,也 可 用 比例 内 插 
法 定 A 的 位 置 . UDR V30 时 ,在 表 上 没有 3000, 在 23 行 找 到 2999 
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和 3006 ,两 者 差 7, 而 3000 一 2999 王 1 ,就 在 2999 和 3006 两 点 间 ， 
靠近 前 者 约 六 处 定 下 3000 的 点 4 , 按 偶 下 奇 右 的 原则 ,把 4 与 右 
下 角 点 连 线 ,其 中 点 在 5470 和 5483 之 间 , 故 30 二 5. 477. 


(三 ) 举 一 反 三 ,精益 求 精 


除了 反对 数 表 ,还 有 平方 表 , 开 方 表 , 倒 数 表 ,三 角 函 数 表 
nen .把 它们 排 成 整体 表 , 又 该 有 什么 几何 性 质 和 规律 呢 ? 用 它们 
义 可 以 进行 些 什么 计算 呢 ? 

肯定 地 说 ,这 里 面 确 是 大 有 文章 . 利用 平方 表 , 可 以 作 勾 股 计 
算 - -知道 直角 三 角形 两 边 求 第 三 边 ; 利 用 倒数 表 , 可 以 计算 并 联 
电阻 .串联 电容 以 及 透镜 焦距 :利用 正弦 对 数 表 ,可 以 计算 斜 三 角 
形 的 边 、 角 ;利用 二 章 有 反 对 数 表 (lg Ug A POD» HT LIT HE BK 
FTE AY 2 ,等 等 . 

这 样 把 总 体 表 当成 算 图 使 用 ,其 精度 往往 比 一 般 算 图 为 高 . 有 
效 数字 为 三 到 四 位 .制图 方法 简便 一 一 只 要 在 方 格 纸 上 抄 一 下 便 
íT T. 

当然 ,还 可 以 精益 求 精 . 例如 :如 何 缩小 表 的 尺寸 ,如 何 使 表 上 
出 现 的 数字 是 连续 数字 而 避免 使 用 比例 内 插 法 ,都 有 进一步 的 方 
法 . 这 种 总 体 表 图 算法 "将 使 大 家 对 数 表 刮目相看 ,从 似乎 是 枯燥 
死板 的 一 堆 堆 数码 里 ,找到 了 无 穷 的 乐趣 . 

( 选 自 (初等 数学 论 从 ) 第 9 辑 ) 
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TE UR PRI BLA BU 
华东 师范 大 学 数学 系 KEG 


二 次 函数 y= 二 ax’ 十 bx 十 c 是 中 学 数学 的 基本 内 容 , 从 初等 数 
学 的 观点 来 看 , 它 似 乎 已 被 研究 完毕 . 要 再 从 抛物 线 , 准 线 ,焦点 等 
等 入 竹编 制 各 类 花样 ,已 是 强 沟 之 末 , 引 不 起 多 大 兴趣 . 

殊 不 料 , 近 十 余年 来 ,区 区 二 次 冰 数 , 却 和 述 代 ,不 动 点 ,吸引 
子 , 泥 沌 ,分 维 等 现代 数学 挂 上 了 钓 ,成 为 这 类 新 概念 最 简明 易 懂 
的 实例 , 究 其 实质 , 乃 因 为 二 次 函数 是 非 线 性 函数 中 最 简单 的 一 
种 . 

20 世纪 下 半 叶 以 来 ,线性 数学 已 趋 成 熟 . 线性 代数 ,线性 泛 
K ,线性 系统 ,线性 方程 等 等 ,大 体 上 已 有 了 成 套 的 理论 ,完整 的 计 
算 方法 ,而 现实 世界 中 大 量 的 非 线 性 问题 , 正 等 竺 数学 家 去 解决 . 
非 线性 数学 于 是 应 运 而 生 ,并 获得 道 勃 发 展 . 


(一 ) 二 次 函数 的 不 动 点 


函数 f(z) 的 不 动 点 To ETH To 满足 
J (29) = To. 
求 方程 g(x) 二 0 的 根 co SPR f(z) 二 g(x) 十 Xx 的 不 动 点 ,所 以 
这 两 者 其 实 是 一 问 事 , 从 几何 上 看 , 求 (x) 的 不 动 点 ,就 是 求 y= 
A(z) 和 y= 工 两 曲线 的 交点 ,这 些 交 点 的 横 坐 标 就 是 f(x) 的 不 动 
E, 


让 我 们 看 最 简单 的 二 次 函数 y=. 抛物 线 y= 二 x? 和 直线 y= 
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Z 的 交点 为 (0,0) 及 (1,0), 因 此 0 和 1 
是 f(x) 的 两 个 不 动 点 . (图 1) 

仔细 观察 这 两 个 不 动 点 ,又 有 不 
同 的 性 态 . 在 0 附近 的 取 初 值 xo 如 
由 函数 yz? 迭代 , 则 都 会 收敛 于 0, 
即 被 0 所 吸引 ,但 是 在 1 附近 的 取 初 
值 ze 再 经 y=r AR, WS HK 1 所 排 
斥 ,远离 1, 也 就 是 说 ,对 和 友 代 数列 r, 
=a? |.n=0,1.2,°* 

当 [ro <1 时 ， 2,=277.1, 

则 z, >0; 

当 o>, r= 则 zx,>o0; 

Larl, Xx 二 Xi Wl x 一 0. 

这 时 我 们 称 0 是 吸引 子 ,1 是 排斥 子 . 


(二 ) 神 奇 的 参数 入 


我 们 看 一 个 特殊 的 二 次 郴 数 
这 个 函数 也 有 两 个 不 动 点 . 因为 


Ax 一代) 一 并 
A et: x =0 A x’ =1-4. 
Ri A 值 分 为 几 种 情况 来 讨论 


(1)0 过 4 过 1 ,此 时 1 一 元 <0, 不 合 题 意 , 故 只 有 一 个 不 动 点 ， 
x’ 一 0, 由 图 2 来 看 , 任 取 初 值 zx, 经 迭代 后 都 会 收 和 伍 于 0 所 以 0 
是 吸引 子 
(2)1 二 4 过 3, 此 时 f(x)==Ax(1 一 z) 仍 有 两 个 不 动 点 x* 一 0， 
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zx' 一 1 一 二 .此 时 1 一 元 有 意义 ,可 是 


此 时 1 一 元 是 吸引 子 , 而 0 却 是 排斥 

子 , 这 可 以 验算 ,也 可 以 由 图 3 直观 看 

出 ,这 时 勿 论 ze 为 何 靠近 0, 经 过 适 

代 后 ,x, 的 值 都 会 趋向 1 一 元 
(3)3<A4<1+ v 6 ~3. 449. 

这 时 的 不 动 点 当然 还 是 0 和 1 一 元， 

日 它们 都 是 排斥 子 , 由 图 4 可 以 看 出 ， 、 

这 时 任 取 的 zo, 经 迭代 后 , 既 不 收 钱 

于 0. RW MT >) ,而 在 两 个 


点 Tu 和 zis 之 间 来 回 跳动 ,经 计算 ,这 
两 个 点 是 Cot r r 
f(r)= (f(r)) 
=Xz(1— x) [1—Ar(l— 1)] 3 
的 四 个 不 动 点 中 的 两 个 
ra= 0+- VOFD AFD), 


rie= 531 Fat VFI A$3)) 


(当然 f(z) 的 不 动 点 0 和 1 一 二 也 是 /(/(z)) 的 不 动 点 ). 


这 说 明 , 当 A> 3 时 ,不 动 点 1 一 了 了 由 吸引 子 转化 为 排斥 子 , 同 
时 派生 出 两 个 二 重 周 期 点 zu 和 zi 它们 不 是 A(z) 的 不 动 点 , 却 
是 f fa) HABLA » BẸ f (xn)= x f(a) 一 il JER A Oe 
ffl) =r ff (a2) ) = 212. 


(i+ v 6 <A<3. 544. 
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这 时 ,两 个 2 周期 点 x1 Fil Zi 又 会 、 
分 化 为 四 个 4 周期 点 : 


0. 3828-0. $269 
hf AS 
0. 8750<=-0. 5009 
AK SR Rh 
断 增 加 ,周期 重 数 也 不 断 加 大 ,参数 3 是 Roa 


一 分 为 二 的 分 岐 值 ,1 十 6 是 二 分 为 

四 的 分 岐 值 ,3. 544,3. 564 等 等 分 别 是 四 分 为 八 , 八 分 为 十 六 等 等 
的 分 岐 值 , 这 一 分 岐 会 不 断 发 生 , 分 岐 值 不 断 靠 近 4= 
3. 569945972 时 ,出现 周 期 为 co 的 解 , 此 时 即 进 入 混沌 状态 ,也 就 
是 说 ,存在 这 样 的 初 值 zxo, 经 FGz) 和 迭代 后 ,无 论 怎 样 再 也 回 不 到 自 
身 ,没有 规律 可 寻 . 这 种 状态 无 以 名 之 ,尊称 之 为 Chaos , 即 混沌 一 - 
片 之 意 . 


(三 ) 周 期 3 则 乱 七 八 粳 


1974 年 4 月 的 一 天 ,美国 马里 兰 大 学 的 博士 研究 生 李 大 宕 走 
进 导师 丁 ' 约克 (Yorke) 的 办 公 室 . 约克 随口 对 李 天 宕 说 :“ 试 试 区 
间 迭 代 怎 么 样 ? 一 个 星期 之 后 , 李 天 兰 证 明了 ， 

定理 W f(z) eK La, b] EAE eR, Be BR CE 
f(zx) 的 值 域 也 在 La,5j] 内 ), 硅 有 3 周期 点 , 则 对 一 切 正 整 数 ,f 
aA n 周期 点 . 

这 一 定理 看 上 去 很 简单 ,证 明 也 相当 初等 ( 见 《4 目 然 如 志 》1985 
年 “从 平凡 的 事实 到 惊人 的 定理 ”一 文 ) ,但 是 这 篇 文章 却 成 为 研究 
混沌 现象 的 一 个 里 程 碑 . 

从 一 个 初 什 xo. BIKAR EE KB Le OI PUG. AA e Bl A 
己 , 即 使 回 到 自己, 如果 的 值 十 分 大 ,我 们 所 看 到 的 x,, 已 经 具 
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有 很 大 的 随机 性 ,这 一 串 数值 ,简直 可 以 看 成 是 随机 数 了 ,这 一 
现象 ,使 人 们 对 确定 性 现象 和 随机 性 现象 的 关系 ,也 有 了 新 的 认 
识 , 现 在 把 由 一 个 完全 确定 的 函数 ,经 初 值 欠 代 产生 混沌 现象 的 一 
SUE» PAW BOL. 二 次 函数 育 后 居然 有 混沌 现象 ,该 是 我 们 
始 料 所 不 及 的 . 
至 于 什么 是 混沌 , 疝 无 统一 的 看 法 ,这 里 是 一 种 定义 : 
设 在 [a,b5] 上 有 连续 自 映 射 f(x) ,如 具有 以 下 性 质 , 称 f 产生 
混沌 现象 . 
CDS 的 周期 不 动 点 的 周期 无 上 界 . 
(2) 存 在 一 不 可 数 子 集 SClLa,6bj, 满 足 
1” 对 任意 x,yE€ES, 当 ry 时 
lim sup | f(x)— f(y)|>0; 
2” 对 任意 zx,y€S 
lim inf | f(z)— f°(y)|=0; 
3” 对 zxE€ES 和 了 的 任 一 周期 点 y, 
lim sup | F” C) — fF Cy) >00. 
由 此 定义 可 以 看 出 ,S 中 任何 两 点 经 迭代 后 不 会 彼此 越 来 越 靠 近 
(上 确 借 大 于 0), 也 不 会 越 来 越 分 离 ( 下 确 界 为 0), 有 目 S 中 的 点 不 
会 和 任何 周期 点 不 断 靠 近 , 总 之 ,呈现 一 片 混沌 状态 . 
由 混沌 理论 可 以 想到 ,我 们 所 看 到 的 许多 杂乱 无 章 的 状态 ,如 
满 天 乌 云 .滔滔 流水 等 等 ,也 许 正 是 某 一 确定 现象 所 产生 出 来 的 ， 
甚至 只 是 一 个 二 次 函数 ! 无 序 与 有 序 , 现 在 似乎 有 了 新 的 理解 . 
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数学 史话 


一 则 参考 消息 引发 的 数学 热 


一 一 兼 谈 Beatty 定理 
安徽 师范 大 学 数学 系 ” 胡 炳 生 


1978 年 8 月 19 日 我 国 《参考 消息 ?第 4 版 刊载 了 当年 在 布 加 
勒 斯 特 举 行 的 第 20 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 题 . 这 使 国内 数学 教 
育 界 才 第 一 次 知道 ,世界 上 有 “国际 数学 竞赛 ”, 而且 已 经 举办 了 
20 次 . 当时 正 值 全 国 科 学 大 会 召开 不 久 , 向 科技 现代 化 进军 热潮 
正在 兴起 .因此 ,这 则 本 不 显眼 的 消息 , 却 引 起 了 全 国 数学 教育 界 
的 极 大 兴趣 . 他 们 急于 从 中 了 解 新 的 知识 ,了 解 外 面 的 世界. 

然而 令 人 棘手 的 是 ,其 中 第 3 题 异乎 寻常 地 难 . 这 一 题 在 
1978 年 8 月 19 日 《参考 消息 ?第 4 版 上 是 这 样 印 的 : 

“3. 设 fg:2 一 Z RBI PAP. (Zt ug Zt) =t, 
(Z" ng (Z*)=@, gw) = flf J+1 R Cw). XH Z EER 
数 集合 ,$B 是 空 集 .” 

这 里 有 明显 印 销 的 字母 和 符号 ,如 将 集合 符号 吕 印 成 “xz” 站 
EN “n”; SO EN “OD” H PR n ED RR u BK w 这 都 容易 鉴别 出 
来 .于 是 ,这 个 问题 变 成 了 :两 个 严格 递增 函数 foe: Zt Zt ,满足 
以 下 条 件 

1° JZ Ug(Z =Z; 

2° F(Z NQeZ =; 

3°) gl(n)=Ff| fa) J+. 
KRR f(n) 或 A(2") 的 表达 式 . 

为 了 求 得 本 题 的 答案 ,中 学 生 们 去 问 他 们 中 学 的 数学 老师 ;中 
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学 数学 教师 又 去 问 他 们 的 大 学 老师 ;大 学 的 青年 教师 们 又 去 问 教 
授 . 如 此 连锁 反应 ,几乎 全 国 的 数学 教师 .教授 们 都 被 卷 入 这 场 解 
经 过 大 约 半年 的 时 间 , 这 题 的 解答 终于 被 陆续 求 得 ,并 发 表 在 
各 地 自 编 的 刊物 、 书 报 和 资料 上 . 据 当 时 所 见 , 有 北京 云南、 武汉 、 
常州 等 地 提供 的 解答 ,一 般 都 很 长 , 少 则 几 页 ,多 则 十 几 页 . 所 求 得 
的 函数 表达 式 十 分 古怪 : 


f= [na] aE, 


g= [np] p= E. 
作者 本 人 当时 也 参与 其 事 "1, 并 找 出 函数 f 的 递归 表达 式 如 
F: 


I(m)4+1, nE&g(Z+) 
farnmi nE f(Z*) 
同时 ,还 提出 一 种 猜想 :本题 “ 可 能 不 是 要 求 f(n) 的 表达 式 ,而 是 
只 要 求 出 f 在 某 一 x 的 值 ,例如 求 (200). ”这 样 ,根据 上 述 递 归 
表达 式 ,或 其 他 办 法 ,就 可 求 得 f(200) = 323. 
为 什么 会 猜想 是 求 1(200) 呢 ?因为 “w” 像 是 “00” 的 草 写 结 
Fa 
1979 FR SAE PEEK Bl RY EA. AB E 
一 份 英文 资料 ,是 关于 20 fig IMO 解答 和 说 明 的 . 这 才 将 上 述 试题 
| LRA REI”. 原来 ,这 一 题 所 要 求 的 结论 是 7240) 的 值 . 虽 
SR ,我 未 将 具体 数字 猜 对 ,但 大 方向 猜 对 了 . 
据 后 来 的 了 解 ,《 参 考 消息 》 上 发 表 的 试题 ,是 我 国 一 个 访问 罗 
马 尼 亚 代表 团 的 成 员 , 草 草 翻译 后 交 给 该 报 编辑 ,在 匆忙 中 发 表 
的 . 他 们 本 来 的 目的 ,无 非 是 想 给 大 家 “参考 ”而 已 , 没 想 到 酿 成 了 
一 上 场 不 大 不 小 的 风波 . 而 这 风波 并 非 坏事 , 它 无 形 中 引起 了 我 国 中 
FE .中 学 数学 教育 界 , 以 至 整个 数学 界 和 科技 界 ,对 中 学 数学 竞 
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赛 长 久 的 热心 关注 . 从 这 个 意义 上 来 说 参考 消 恩 》 上 关于 IMO 一 
20 届 试 题 的 错 印 ,是 当代 中 国 数学 史上 的 一 个 小 幽默 , 它 引 出 了 
一 段 数 学 佳话 . 


下 面 说 一 说 本 题 的 背景 . 其 实 , 本题 是 以 下 Beatty 定理 的 -- 


个 特例 . 


plij 


Beatty 定理 ” 若 两 个 无 理 数 np HKF 1 HE+}, 


f()=[na],g(n)=[nB] 满足 

1]” f().gQ): NON Aih lS aR 

2” J(N)Ug(N)=N; 

3° JIN) I g(NXo=2. 

简 证 如 下 :1” 显然 . 

其 次 ,对 任 一 目 然 数 &, 考 虑 f 和 g 在 片段 |1,k| 上 值 的 分 布 


情况 . 设 在 其 上 fn) 二 [naj 取 M] 个 值 ;8 (1) 二 LnBj 取 No 个 值 , 那 


z 


n,=maxi{n|{na |<}, 


Ait LmelSk<[ Gy t+ De], 


于 是 


711Q<CR 十 1 委 n 十 1)a， 


好 1 <Atle,, 十 l, 


但 因 a 为 无 理 数 ,右边 等 号 不 可 能 成 立 , 故 得 


m< Tl cmH. | (1) 
由理 器 得 m< <m. (2) 
两 式 相 加 ,得 


Bp 


maL HDC Hg <mtmt2, 
nl Hn: <k +l 二 1 +a, t2. 


但 在 (n, +n) E Cn, Hn: +2) Z jB] 只 有 一 个 整数 , 故 证 得 : 
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n +n =k. 

由 此 容易 证 明 2° Re 3°. 

据 此 定理 ,可 以 选择 不 同 的 a, BRAG A A BK ER f a), 
g(n). 例 如 , 令 a= V2 ,8=2 二 V2? ,所 得 函数 fO=[n/ 2 log 
(n)=[n(2+ V 2)], 除 满足 前 述 条 件 1 一 3" 外 ,还 满足 关系 

g(n)=f(n)+2n. 
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理 查 德 * WE Ee UL AN 


Nina Bellman Eric Bellman Kirstie Bellman 


名 人 文集 以 其 家 属 撰写 的 轶 事 作 为 开场 日 并 不 多 见 . 这 本 文 
集 之 所 以 这 么 做 ,除了 他 著作 众多 ,难以 一 一 列举 之 外 ,更 重要 的 
是 因为 ,了 解 他 的 人 都 知道 ,他 并 不 墨守成规 ,而 是 多 才 多 艺 的 . 他 
喜欢 下 棋 . 打 网 球 , 酷 爱 听 而 典 乐 和 般 士 乐 ,对 多 国 的 文学 和 艺术 
BATE. 他 和 喘 材 高 大 ,机 宥 幽默 ,从 不 夸 夺 其 谈 , 但 总 是 很 有 威 
信 . 有 时 ,又 会 很 紧张 ,缺乏 醒 心 ,不 能 容忍 任何 一 点 愚昧 . 53 岁 那 
年 , 脑 部 肿瘤 切除 手术 后 的 并 发 症 使 他 致 残 . 这 个 素来 活路 的 人 就 
从 此 在 与 病魔 搏斗 的 过 程 中 汲取 精神 力量 . 他 的 一 生 有 两 个 通 异 
的 方面 :他 是 一 个 受 人 敬重 的 学 者 ;又 是 个 鲜 为 人 知 的 贝尔 曼 , 他 
深 受 病痛 折磨 ,把 自己 静 静 地 关 起 来 , 连 至 交 老 友 都 拒绝 见面 . 

理 查 德 。 乒 尼斯 特 。 URS 1920 年 8 月 26 日 出 生 于 纽约 . 
他 父亲 John James Bellman 是 个 有 名 望 的 人 ,一心一意 要 把 迪克 
( 理 查 德 的 昵称 ) 培 养 成 布鲁克 林 的 贵族 . 迪克 很 少 提 及 他 的 董 年 ， 
但 偶尔 也 会 不 经 意 地 漏出 些许 片断 . 12 多 时 ,他 们 全 家 去 加 勒 比 
度假 ,这 是 他 30 年 代 家 道中 落后 最 后 一 次 享受 生活 . 此 后 ,迪克 本 
应 放弃 学 业 , 挣 钱 养 家 的 ,但 父亲 还 是 尽力 支持 他 上 了 大 学 . 迪克 
形容 自己 小 时 候 又 小 又 害羞 ,后 来 长 成 高 大 笨拙 的 少年 . 

迪克 从 小 就 想 当 一 名 物理 学 家 ,父亲 很 关注 他 对 科技 方面 的 
MR, IABP BACT AHH. 但 当 他 最 终 成 为 数学 家 
时 , 却 又 遭 到 了 家 人 的 反对 ,他 们 想 让 他 从 事 诸 如 医生 ,律师 、 商 人 
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之 类 的 报酬 优厚 的 职业 . 这 些 反 对 意见 时 常 困 挠 着 他 . 他 说 他 自己 
也 很 奇怪 , 当 数 学 家 竟然 也 能 赚钱 . 他 本 来 已 经 作 好 充分 准备 , 白 
天 去 控 水 沟 挣 些 钱 ,晚上 再 研究 数学 . 

在 大 学 里 ,他 是 校 数学 队 的 主力 ,赢得 了 很 多 荣誉 . 当时 他 很 
热衷 于 研究 古董, 但 后 来 不 干 了 ,因为 他 不 具备 当 考 古 学 家 所 需 的 
财力 . 那 时 起 他 开始 学 拉丁 语 和 希腊 语 . 他 最 珍贵 的 财富 之 一 ,是 
由 他 拉丁 文 老师 Lucy Maria Prescott 亲笔 签名 的 诗人 维 吉 尔 的 
Fha. Lucy 使 他 终生 难 起 . 

在 后 来 的 学 习 中 ,他 发 觉 数 学 才 是 他 的 至 爱 . 15 岁 时 ,他 已 经 
清楚 地 认定 物理 涉及 面 太 小 ,并 不 合 他 的 胃口 . 物理 学 中 有 太 多 东 
西 需要 强 记 , 而 他 一 癌 认 为 死记 和 硬 背 那些 书 上 现成 的 结论 是 毫 无 
意义 的 . 而 数学 却 有 很 大 的 发 展 前 途 . 他 不 放 过 任何 一 个 看 英语 文 
献 的 机 会 , 像 Hardy, Littlewood Ñi E. T. Bell 的 书 他 都 看 , 有 一 
次 ,他 看 到 一 套 Borel 丛书 ,为 了 能 看 懂 , 他 学 习 了 法 语 . 由 于 很 多 
数学 著作 都 是 用 德 诸 写 的 ,所 以 他 又 学 了 德 文 . 后 来 他 学 了 俄语 ， 
连 罗马 和 西里 尔 文字 的 数学 著作 也 可 以 读 懂 了 .有 一 次 ,他 当 着 一 
个 朋友 的 面 ,随手 拿 起 一 份 葡 萄 牙 语 的 报纸 ,把 它 翻 成 英文 ,让 那 
个 朋友 大 有 吃 一 惊 ,因为 他 从 来 没有 学 过 葡萄 牙 语 . 他 说 在 任何 语言 
中 ,数学 名 词 总 是 有 限 的 ;所 以 只 要 明白 甸 法 结构 ,他 就 能 读 懂 . 而 
如 果 是 葡 语 小 说 ,他 肯定 读 不 懂 的 . 

受 父亲 影响 ,他 是 个 宗教 怀疑 论 者 . 每 星期 ,他 都 被 父亲 带 去 
不 同 的 教 党 参加 各 种 宗教 庆典 . 他 惊异 于 宗教 的 理想 与 历史 上 以 
上 帝 的 名 义 所 做 的 那些 残酷 伪善 的 事 之 间 的 反差 . 他 还 注意 到 一 
些 学 术 界 的 巨子 也 信仰 上 帝 , 当 被 人 间 起 时 ,他 总 说 每 个 人 都 有 权 
wee A OM. 但 是 诸如 “以 纽约 州 和 上 帝 的 名 义 …… ”之 类 的 
说 法 总 让 他 感到 啼笑 皆 非 . 小 时 候 , 每 当 想 起 父母 之 间 的 一 些 不 顺 
心 的 事 , 他 就 会 跑 到 街 上 去 , 嘴 里 念 四 着 :“ 真 有 上 帝 就 好 了 ,有 上 
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他 毕业 于 布鲁克 林学 院 (Brooklyn College) HEAR - AY 
爹 斯 大 学 (John Hopkins University) 深造 . 此 间 , 他 父母 先后 去 
IE. 21 岁 时 他 同 Betty 一 Jo Kates 结婚 ,这 样 他 至 少 有 了 自己 的 
RR. 这 段 婚姻 维持 了 20 年 . 

他 在 威斯康星 大 学 获得 了 硕士 学 位 (University of Wisconsin), 
此 后 ,他 致力 于 战争 计划 的 研究 ,后 来 又 被 选派 去 投入 “曼哈顿 计 
Xi)” (Mahhatten Project) 他 觉得 自己 为 大 战 作 了 必要 的 贡献 . 

多 年 以 来 ,他 为 《数学 评论 ) 评 论 一 些 论 文 . 他 们 知道 他 懂 俄 
霹 , 就 把 所 有 的 斯 拉夫 语 论文 都 送 到 他 那儿 . 大 约 一 年 后 ,他 给 编 
各 去 信和 抱怨 说 他 也 有 能 力 评 论 英语 的 论文 . 对 付 那些 俄语 论文 ,他 
有 自己 的 一 套 妙 法 , 他 会 在 评论 的 末尾 加 上 一 句 说 有 一 篇 乌克兰 
语 或 日 俄罗斯 语 的 摘要 文章 值得 参考 . 编辑 一 般 都 会 发 现 这 个 把 
戏 ,并 把 这 人 句 话 删 掉 ,但 有 时 也 会 出 些 朴 漏 , 那 就 够 他 得 意 了 . 

战 后 他 在 普林斯顿 (Princeton) 获 得 了 学 位 . 那 时 ,他 有 个 朋 
友 Ernst Strauss 蔡 爱 因 斯 坦 工作 ,他 问 Dick 是 否 想 安排 一 次 会 
面 . Kirstie (Bellman 的 女儿 ) 回 忆 说 ;“ 几 年 后 ,我 问 父亲 他 怎么 看 
竺 爱 因 斯 坦 . 他 管 耸肩 说 他 干 了 些 有 益 的 工作 . 我 父亲 的 态度 就 是 
这 样 ,他 对 Galileo, Descartes 和 Poincaré 这 些 学 术 先 驱 都 有 深 深 
内 敬意 ,得 对 当代 的 人 却 要 相对 少 些 . 我 怀疑 他 是 把 当代 的 那些 学 
者 当成 同 华 的 竞争 者 .” 

”在 普林斯顿 修 完 学 业 , 迪 克 到 史 坦 福 大 学 (Stanford) 任 教 .他 
那 战 争 年 代 培 养 起 来 的 对 西部 的 热情 始终 未 减 . 他 热爱 西部 ,西部 
对 他 来 说 是 个 自由 之 邦 , 有 很 大 的 活动 空间 . 他 身材 高 大 ,在 各 方 
面 都 需要 足够 的 空间 ,这 也 是 他 一 度 离开 传统 学 术 轨 道 的 原因 之 
一 . 里 然 学 术 研 究 是 他 所 珍爱 的 ,但 他 并 不 认为 一 个 人 能 只 为 了 做 
学 问 而 活 看 . 事实 上 ,他 知道 科学 史上 有 不 少 例子 能 证 明 他 的 这 一 
观点 ,所 以 ,他 总 是 给 学 生 们 以 最 大 的 自由 来 发 挥 他 们 的 所 长 . 不 
御 的 是 ,他 感到 仍 有 很 多 年 轻 的 科学 家 明哲 保 身 ,在 传统 科学 的 领 
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RERET. 

关于 教育 ,他 有 一 些 很 好 的 观点 . 他 认为 尝试 一 一 失败 一 一 再 
党 试 是 成 功 的 一 个 部 分 ,而 我 们 的 学 校 教 育 却 只 要 求学 生 们 给 出 
正确 答案, 而 并 非 让 他 们 学 会 更 深层 的 思考 .他 认为 失败 是 成 功 之 
母 , 只 让 学 生 给 出 正确 答案 ,会 阻碍 社会 向 前 发 展 的 . 他 所 使 用 的 
是 一 种 能 动 的 教学 方法 ,鼓励 出 错 和 继续 尝试 . 从 现 有 的 水 平 出 
发 ,必要 时 作 一 些 好 的 调整 直至 达到 预期 效果 . 他 有 时 会 把 他 的 想 
法 不 断 地 修正 ,直到 它们 奏效 为 止 ; 有 了 时 又 会 握 弃 旧 的 想法 来 想 新 
的 . (“我 刚 丢 了 一 个 定理 ”). 他 说 他 放弃 过 不 少 的 观点 ,有 些 可 能 
应 该 能 够 发 表 了 . 他 常 对 Kirstie 说 ;要 从 你 懂 的 做 起 ” 

(tH SS HHH. Eric 和 Kirstie 在 他 那 辆 驰 怠 于 美国 的 Packard 
车 上 上 度 过 了 很 多 暑假 . Eric 和 迪克 一 样 , 从 小 就 热爱 考古 . 事实 上 ， 
他 们 两 个 都 曾 表示 ,如 果 经 济 上 能 自立 的 话 , 就 会 去 当 考 十 学 家 . 
一 有 机 会 ,迪克 就 会 带 Eric 参观 博物 馆 或 者 是 真正 的 废墟 . Eric 
还 记得 六 岁 时 去 洛斯 阿拉 莫 斯 的 一 次 旅行 , “我 们 和 Milt Wing 一 
起 坐 吉 普 从 新 墨西哥 (New Mexico) 出 发 , 洛 一 条 泥 学 的 路 来 到 一 
个 古老 的 印第安 废墟 ,那里 到 处 都 是 碎 陶 片 . 爸爸 帮 我 翁 绳 梯 进 了 
一 个 山涧 . "迪克 并 不 喜欢 远足 或 是 露营 ,他 真正 热爱 的 是 那 来 之 
不 易 的 文明 成 果 . 

Kirstie 说 :我 们 家 是 孩子 成 长 的 好 地 方 . 父 杀 的 名 气 越 来 越 
大 ,来 我 们 家 的 各 国 客人 也 越 来 越 多 ,感恩 节 也 成 了 外 国学 生 和 客 
人 的 大 聚会 . 父母 都 不 是 性 别 歧视 者 或 偏执 的 人 ,所 以 都 交游 广 
IZ. 父亲 有 丰富 的 历史 和 外 语 知识 ,使 得 他 比 大 多 数 美 国人 的 视野 
要 开 阐 得 多 ,所 以 他 和 那些 不 同文 化 的 人 们 建立 起 了 真 执 的 友 
H.” 

TE S H fa TE BA. OLR SE ae HT a A BBE 
(Santa Monica), } F 1952 年 在 那里 成 为 了 兰 德 公 司 (RAND 
Corporation ) 旗 下 的 数学 家 . 在 兰 德 的 经 历 更 坚定 了 他 投身 应 用 
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数学 的 信念 ,并 使 他 看 到 数学 在 很 多 领域 都 能 被 很 好 地 应 用 . 

1962 年 ,他 认识 了 Nina Day, 并 与 她 结 了 婵 . 对 他 来 说 ,这 上段 
时 期 既 令 他 振奋 义 极 宣 挑 战 性 . 这 骚动 的 60 年 代 里 ,他 的 新 任 太 
太 和 两 个 顽皮 的 十 几 岁 的 孩子 给 他 带 来 了 很 多 快乐 和 要 求 . 那 时 
他 正 值 壮年 ,人 们 记得 他 很 温文 尔 雅 ,精力 充沛 ,又 颇 有 些 傲慢 . 从 
那 时 起 ,他 获得 了 广泛 的 认可 ,薪酬 丰厚 ,终于 有 机 会 圆 了 他 的 旅 
游 梦 ,他 和 Nina 开始 周游 世界 ,到 处 都 留 下 了 他 们 的 足迹 . 但 是 
Nina 却 认为 他 们 的 第 一 次 旅行 一 点 儿 也 不 令 人 鼓舞 . 

迪克 喜欢 旅游 ,结交 世界 各 地 的 朋友 . 在 兰 德 这 几 年 ,他 结识 
了 很 多 有 趣 的 人 ,但 直到 1963 年 ,他 一 直 都 没有 离开 过 美国 . 回想 
我 们 的 第 一 次 环球 旅行 真 的 很 好 玩 , 但 旅行 本 身 却 像 是 耐力 测试 . 
他 是 去 参加 两 个 会 议 , 分 别 在 巴塞 尔 (Basel) 和 东京 (Tokyo) ,而 且 
都 是 63 年 的 8 月 份 . 我 们 晚上 从 洛杉矶 ( Los Angeles) KE ER 
(Paris), 索 极 了 . 兰 德 给 我 们 在 一 家 挺 不 错 的 饭店 里 订 了 房 , 但 房 
中 的 积 侍 却 令 人 不 敢 茶 维 , 迪 克 一 夜 没 合 眼 , 怕 会 得 哮喘 . 第 二 天 
我 们 就 去 巴 窒 尔 ,他 对 那里 的 住宿 条 件 也 不 其 满意 ,就 换 了 家 好 点 
的 酒店 . 然后 他 打 电 话 去 罗马 ,取消 了 公司 的 预订 房间 . 由 于 我 们 
要 在 两 会 的 间 期 在 罗马 采 五 天 ,所 以 他 在 豪华 的 希尔顿 饭店 订 了 
房 . 在 巴塞 尔 他 抱怨 会 议 大 楼 的 门卫 竟然 非 要 让 他 付 登 记 费 才能 
进去 . 他 拒绝 付 钱 ,因为 他 是 大 会 的 发 言 人 ,可 以 免除 . 于 是 双方 都 
ABLE ,迪克 气 得 倍 全 不 父 言 了 . 最 后 是 一 个 朋友 全 了 他 一 个 大 
会 的 徽章 ,让 他 进去 发 了 言 ,这 件 事 才 算 收场 . EP SES ae 
都 很 开心 . 然后 ,我 们 飞 往 东 京 . 这 次 旅行 比 前 次 横 穿 大 西洋 更 累 ， 
法 国航 空 公司 有 和 穿越 亚洲 的 航班 ,途经 罗马 、 海 法 (Haifa)、 德 黑 兰 
(Tehran)、 新 德里 (New Dehli)、 曼 谷 (Bangkok ) 和 香港 ,最 后 停靠 
东 忒 .整个 旅行 花 了 24 小 时 ,飞机 的 起 飞 降落 ,还 有 用 餐 , 都 吵 得 
人 不 能 睡 筑 .到 了 日 本 ,他 又 不 喜欢 那里 的 Imperial 饭店 ,说 它 又 
ID MRE. 这 可 不 是 因为 它 不 符合 我 们 的 审美 ,而 是 我 们 怕 会 过 敏 或 
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得 哮喘 ,所 以 我 们 又 去 住 硕 尔 顿 饭店 , 睡 了 整整 18 个 小 时 . 旅途 劳 
累 让 他 感到 很 不 舒服 ,但 他 还 是 硬 撑 着 参加 了 日 本 工程 会 社 
(Japanese Engineering Society) WRB A URSI 等 大 会 .在 日 本 的 
最 后 几 天 是 很 恰 快 的 ,看 看 朋友 , 跟 那 些 言 欢 他 动态 法 的 人 们 谈 
谈 , 不 论 是 年 轻 的 学 生还 是 年 老 的 长 者 . 他 交 了 很 多 朋友 . 回 家 时 
却 有 一 段 小 插曲 ,我 们 磁 上 了 一 个 疑心 重重 的 海关 官员 ,好 说 歹 
吏 , 他 才 终 于 相信 我 们 是 守法 公民 . 我 们 回 到 家 ,刚好 磁 上 几 年 难 
RRE. 环球 旅行 打 乱 了 我 们 的 昼夜 节律 达 数 周 之 久 . 不 过 从 那 
以 后 , 迪 交 学 会 了 精心 地 安排 行程 , 倒 成 了 个 防 尝 机 的 专家 了 . 

1965 年 ,迪克 加 盟 南 加 州 大 学 (the University of Southern 
California) ,成 了 数学 .电力 工程 学 和 医学 教授 ， 

BA EE fh Ac PAAR SPE BU AY RR HH EAT AY HL Se HE 
而 来 . 1964 年 去 斯 德 哥 尔 摩 和 巴黎 ,1965 年 出 访 东 京 和 京都 . 1966 
年 是 个 旅行 大 年 . 阿 伯 本 大 学 (University of Aberdeen) 是 他 系列 讲 
学 的 第 一 站 ,在 那里 ,他 还 应 邀 发 表 了 对 当前 数学 必修 科目 的 评 
价 . 然后 是 去 巴西 的 圣保罗 ,回来 后 不 久 , 又 飞 往 莫 斯 科 RAR 
本 哈 根 .罗马 ,回程 又 路 过 斯 德 哥 尔 摩 . 

Nina 回忆 说 :“ 苏 联 之 行 对 迪克 很 重要 ,他 在 四 年 一 度 的 国际 
数学 大 会 (the International Congress of Mathematics) 上 作 了 一 
个 小 时 的 发 言 ,他 说 这 是 他 的 无 上 的 荣 炮 . 他 又 获得 美国 数学 协会 
(the American Mathematical Association) 颁发 的 首届 Norbert 
Weiner 奖 的 殊荣 ,” 

1969 年 , 巡 克 和 Nina 又 一 次 去 了 斯 德 哥 尔 摩 , 然 后 是 皇家 工 
2, °F Be (the Royal Institute of Technology), 住 了 近 一 个 月 ,在 
Djursholm 还 租 了 座 房 子 . 1970 年 ,他 又 获得 Norbert Weiner 奖 
以 及 第 一 届 Dickson 生物 数学 奖 , 接着 ,他 去 马耳他 参加 由 民主 机 
构 人 研究 中 心 (the Center for study of Democratic Institutions) 召 
开 的 海上 和 平 会 议 ;去 南斯拉夫 出 席 夏季 研讨 会 ;到 马德里 观光 游 
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WW. Eric 和 Kirstie 集 了 厚 厚 一 琵 世 界 各 地 博物 馆 的 明信片 . Nina 
想起 他 们 最 后 几 次 旅行 “加 拿 大 华 铁 户 大 学 (the University of 
Waterloo) 的 一 位 同事 每 年 都 邀请 迪克 去 那里 讲学 ,从 1967 年 开 
始 直 到 1975 年 他 获得 了 一 个 数学 来 誉 学 位 ,而 那 时 他 已 经 病 了 . 
1971 年 先是 到 墨西哥 去 了 几 天 ,5 月 出 访 新 西 兰 ,为 期 一 个 月 , 紧 
楼 者 在 火 奴 鲁 鲁 住 了 一 夜 调 整 一 下 , 又 飞 去 南方 ,在 患 灵 顿 
CWellington)、 克 莱 斯 特 彻 奇 (Christchurch ) , 3A Æ J (Dunedin), 
ACHE BR By eit (Palmerston North) .奥克兰 (Auckland) 各 住 了 几 天 ， 
迪克 不 无 遗憾 地 说 没 看 够 新 西 兰 实在 太 可 惜 了 ,新西兰 真 的 太美 
了 .对 他 来 说 ,最 有 趣 的 全 怕 要 数 跟 那里 的 工程 师 们 讨论 怎样 用 应 
用 数学 来 解决 他 们 面临 的 问题 . ” 

秋天 ,又 去 了 一 次 加 拿 大 之 后 ,迪克 和 Nina 又 在 11 月 份 去 东 
泵 和 京都 咨询 ,跟着 就 去 台湾 住 了 两 周 ,在 台北 咨询 讲学 . Nina 的 
母亲 Andrea Day 是 个 传教 士 的 女儿 ,是 在 中 国 出 生 的 ,基于 这 个 
原因 ,再 加 上 迪 殉 的 声望 ,使 他 们 机 会 难得 地 受到 蒋介石 夫人 的 接 
W. 

1972 年 是 他 最 后 一 年 出 国旅 行 . 4 月 去 南斯拉夫 的 斯 普 利 特 
i (Split), RAM, KEE E ji (Santa Barbara) 参 加 了 民主 机 
构 研 究 中 心 发 起 的 一 个 小 会 .飞机 又 停靠 罗马 ,虽说 时 间 不 长 ,但 
已 足够 得 贸 街 市 ,看 看 古迹 了 . 斯 普 利 特 是 个 典型 的 罗马 式 城市 ， 
到 处 都 有 古迹 ,一 直 可 以 追溯 到 住 在 那里 的 罗马 皇帝 戴 克 里 先 的 
时 代 . 这 是 地 中 海 污染 问题 大 会 的 最 好 的 序曲 . 他 对 他 在 会 上 所 作 
的 是 为 "地中海 的 数学 造型 术 ”(Mathematical Modeling of the 
Mediterranean) 的 发 言 非常 满意 . 

每 当 别 人 想起 迪克 党 无 顾 鼠 ,大 胆 创新 的 个 性 ,总 会 想起 这 段 
时 期 . 60 年 代 他 是 个 很 受 欢迎 的 公众 事务 讲演 者 ,他 清高 .该 谐 、 
梢 彬 有 礼 的 ,又 带 点 传奇 色彩 , 新 闻 媒 介 一 般 都 很 少 来 找 数学 家 ， 
而 数学 家 能 跟 计 算 机 、 自 动 化 等 扯 上 关系 ,并 把 数学 在 社会 中 广泛 
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应 用 的 更 是 少见 . 他 的 那些 妙语 广 为 流 传 , 他 经 常 挖苦 那些 学 术 法 
典 , 那 是 很 有 深意 的 . 他 深切 地 希望 他 所 钟爱 的 数学 终 有 一 天 会 党 
挂 在 普通 大 众 的 嘴 上 . 他 厌恶 假装 和 无 知 一 一 那 是 数学 家 们 没有 
能 力 的 表现 ,非得 用 行 话 解释 自己 的 想法 一 一 这 让 别人 觉得 数学 
是 门神 秘 兮 兮 的 学 科 ,他 常 在 数学 界 这 么 说 ,如 果 他 们 真正 理解 一 
个 问题 ,就 应 该 能 用 简洁 的 语言 解释 给 一 个 门外汉 听 . 因此 ,他 很 
喜欢 教 “诗歌 中 的 数学 ”和 导言 课 这 些 课程 . 他 还 喜欢 解释 一 些 精 
练 难 懂 的 数学 概念 ,追根 溯源 ,直到 揭 开 它们 的 面纱 而 被 人 们 所 接 
受 : 这 些 概念 其 实 都 是 人 类 智慧 对 上 证 难题 的 回答 ， 

Nina 指出 :“ 我 认为 迪克 对 科学 和 工程 学 的 成 就 完全 是 基于 
他 能 很 好 地 运用 数学 这 个 工具 的 结果 . 他 一 直 都 说 他 是 个 数学 家 ， 
而 不 是 科学 家 . 他 认为 外 界 传说 他 作为 一 个 数学 家 可 以 涉猎 任何 
领域 而 不 用 有 太 多 的 专业 知识 的 说 法 ,简直 像 是 开玩笑 . 当 被 人 问 
起 数学 究竟 有 什么 好 处 的 时 候 , 他 会 说 : “没什么 用 .我 就 问 他 , 既 
然 已 经 把 数学 在 工程 .医药 .社会 科学 .预防 病虫害 .语言 学 .经济 
等 各 个 领域 都 作 了 广泛 的 应 用 ,又 为 什么 还 那么 说 呢 ? 他 回答 说 : 
“是 ,数学 是 可 以 在 这 些 方面 得 到 应 用 ,但 这 些 都 不 算 很 有 趣 . “他 
常会 在 自己 的 世界 里 沉浸 数 小 时 ,他 喜欢 下 棋 , 但 要 说 到 娱乐 , 象 
棋 就 比 不 上 数学 了 . 虽然 数学 界 公 认 他 偏重 于 应 用 ,但 他 总 党 得 他 
是 个 纯粹 的 数学 家 . 他 觉得 他 欠 那 些 支持 他 数学 研究 的 人 们 一 份 
情 , 而 且 作 为 对 他 在 数学 上 投入 时 间 的 回报 ,他 没 能 把 数学 应 用 在 
工艺 学 上 ,这 又 欠 了 美国 公众 一 点 什么 . 并 不 是 完全 出 于 大 公 无 私 
的 立场 ,但 他 真 的 对 他 在 应 用 方面 的 成 就 感到 很 欣 感 .” 

他 说 他 从 不 准备 去 赢得 什么 大 的 竞争 ,但 他 四 十 多 岁 时 没有 
被 选 入 国家 科学 院 的 事 还 是 让 他 感到 不 高 兴 , 但 他 也 有 时 会 承认 
他 个 人 对 此 事 也 是 有 责任 的 ,“ 如 果 有 人 说 他 的 学 生 可 以 在 半 小 时 
内 解决 缠绕 你 数 年 之 久 的 难题 ,他 自然 会 树 敌 很 多 的 . ”他 说 .很 明 
显 他 的 生活 方式 和 他 的 解 题 方式 相差 无 几 . 爱 因 斯 坦 有 一 次 写 追 : 
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“科学 的 要 和 红 在 于 不 断 地 完善 自己 每 天 的 想法 . "迪克 恰恰 是 个 能 
BYE FR ORE A. : 

Kirstie 说 :我 父亲 相信 人 活着 就 要 多 动脑 子 . 他 日 常 作 决 定 
的 方式 就 是 他 做 学 问 的 方式 . 我 有 一 大 堆 很 怪 的 信 , 都 是 读 大 学 时 
他 写 来 的 . 我们 列举 出 一 件 事 情 的 各 种 选择 和 可 能 的 结果 ,并 男 成 
流程 图 . 小 时 候 , 他 让 我 们 做 各 种 事情 ,不 论 是 狂 野 的 还 是 天 真 的 ， 
但 绝 不 能 做 夺 事 . 他 是 个 很 有 挑战 性 的 家 长 ,对 我 们 跟 对 他 自己 一 
样 严格 要 求 , 但 总 是 很 善 解 人 意 ,也 很 有 责任 心 . 

对 Eric 来 说 ,迪克 玩 的 时 候 最 能 表现 出 他 的 生活 方式 .“ 答 答 
常 在 下 棋 时 对 我 说 很 多 生活 哲理 . 他 会 探 过 身子 来 ,警告 我 ‘速度 ， 
速度 …… ,时间 ,时 间 …… ;就 像 他 的 能 动 性 理论 ,不 先是 你 作出 什 
么 样 的 决定 , 束 连 你 何 时 作出 决定 都 同样 重要 . 他 强调 前 进 , 接 近 
目标 ,是 成 功 的 一 半 .” 

他 是 个 有 双重 性 格 的 人 . 众所周知 他 很 少 耐心 ,但 如 果 是 要 他 
写 书写 论文 ,或 者 做 题 的 时 候 , 他 就 显得 极 有 耐心 ,常常 一 坐 就 是 
几 个 小 时 . 他 没 耐心 在 医生 那里 等 叫 号 , 却 会 把 他 的 著作 增删 十 
裔 ,直到 满意 为 止 , 如 果 有 人 说 他 是 个 拙劣 的 数学 家 ,他 会 一 笑 署 
之 ;但 奋 说 他 是 个 拙劣 的 网 球 运动 员 ,他 就 会 很 恼火 . 

1973 年 , 当 他 病魔 缠身 的 时 候 , 他 微笑 迎战 ,更 好 地 动脑 . 他 
尽 可 能 多 地 坚持 锻炼 ,以 保持 健壮 的 体格 . 当 看 他 的 出 版 纪录 并 没 
A A 为 他 的 病 而 受 影 响 ,他 倍 感 自豪 . 他 一 直 都 决心 要 克服 他 身体 
的 缺陷 ,一 直到 他 的 最 后 一 天 . 他 为 将 来 作 着 打算 ,为 夏天 制订 了 
一 套 锻 炼 计划 ,又 安排 他 计划 写 的 九 本 书 的 章节 . 唯一 能 使 他 回首 
过 去 的 是 他 的 出 版 纪录 ,因为 他 觉得 这 是 他 留 给 后 代 的 宝贵 遗产 ， 
不 仅 是 数学 家 ,还 有 工程 师 、 医 生 、 科 学 家 和 商人 ,等 等 . 

在 他 生命 的 最 后 十 一 年 里 ,这 个 赢 过 网 球赛 , 作 过 环球 旅行 ， 
经 常 运动 的 人 ,只 能 坐 在 轮椅 中 度 日 . 当 他 能 再 次 与 人 交流 的 时 
候 , 他 的 作品 又 成 倍 地 增长 ,好 像 他 能 量 无 限 似 的 . 他 病 后 很 多 事 
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都 不 能 自理 , 心 有 余 而 力 不 足 ,只 能 生活 在 一 成 不 变 的 模式 之 中 ， 
每 天 锻炼 .工作 、 打 电话 . 他 的 脑子 一 直 是 他 的 避难 所 ,这 时 也 成 了 
他 所 剩 无 几 的 欢 愉 所 在 了 . 

Nina 也 回忆 起 这 段 痛 苦 时 期 的 最 初 阶段 “他 对 一 项 成 就 最 
为 得 意 , 那 就 是 他 天 生 幽 默 ,很 能 逗 人 开心 , 当 把 我 逗 笑 时 ,他 有 时 
会 说 他 很 高 兴 二 十 年 了 还 仍然 能 把 我 逗 笑 . 正 是 他 的 这 种 幽默 感 
使 他 在 过 惯 了 好 动 的 生活 之 后 还 能 适应 轮椅 上 的 生活 . 当 他 肿瘤 
切除 手术 后 第 一 次 从 镜子 里 看 到 自己 的 形象 时 ,他 说 他 看 上 去 不 
fa» ORE SR HR VE m PY Ay. 

他 的 故事 意外 地 中 断 了 . 理 查 德 。 厄 尼斯 特 ， 贝尔 曼 一 直 保 
持 活 路 ,工作 .计划 ,直到 他 的 最 后 一 刻 . 1984 年 3 月 19 日 ,他 因 
心脏 病 狐 然 辞世 , 毫 无 抢救 的 机 会 . 他 所 留 下 的 思想 财富 ,一 定 会 
流传 下 去 , 供 后 世 的 数学 爱好 者 们 研究 . 


译 者 注 : BA IAA The Bellman Continuum, World Scientific, 1986,3 一 
11. 原 题 名 为 Richard Ernest Bellman. EVA IW i 2S OLR SBI E. 
(广州 外 国语 学 院 RAR GE) 
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新 书评 介 


评 《 儿 何不 等 式 的 新 进展 》 


Dan Pedoe 


O. Bottema, R. Z. Djordjevic, R. R. Janic, D. S. Mitrinovic All 
P. M. Vasic 合 著 的 《几何 不 等 式 》(1969 年 出 版 ) 只 不 过 151 页 的 
篇 幅 ,包含 约 400 个 不 等 式 , 涉 及 225 位 作者 ,然而 却 引 起 了 人 们 
极 大 的 兴趣 . 我 们 所 评论 的 这 部 巨著 《几何 不 等 式 的 新 进展 》(D. 
S. Mitrinovic 等 著 ,1989 年 出 版 ,710 页 ) ,就 是 朝 这 个 方向 迈 出 的 
坚实 的 一 步 , 它 包含 了 到 1986 年 为 止 从 事 不 等 式 研究 的 750 位 作 
者 的 名 字 , 收 集 了 几 和 于 个 不 等 式 . 该 书 还 叙述 了 厂 干 猜想 、 未 解决 
的 问题 以 及 可 奶 漳 到 19 世纪 的 研究 . 本 书 引 用 的 文献 ,除了 来 目 
FE SC TS FRA AR SC A HE PU ob ROR A A, OO E 
RE- ot FH 3 PR A Sc, PHBE, AA SC, 
fap SCA REY FD. ARS A eH a a ARER, “RF 
及 其 应 用 东欧 丛书 "编辑 Michiel Hazewinkel 在 本 书 前 言 的 末尾 
引用 Bruce Bairnsfather 提出 的 挑战 . 

好 吧 , 如 果 你 觉得 还 有 更 好 的 ,就 拿 出 来 看 看 1 

第 一 次 世界 大 战 时 .评论 者 还 是 一 个 孩子 ,就 曾 记 得 Bruce 
Bairnsfather 创作 的 动 田 片 以 严密 的 构思 使 瑞 国 公众 确信 能 经 实 
ESE HAE ARR. 这 个 动画 片 显示 出 一 位 红 光 满面 的 伦 训 佬 在 用 蜡烛 上 昭 
明 的 舒适 的 壕沟 里 抽 着 烟 ,在 煤油 炉 上 烤 着 香肠 ,畅饮 啤酒 . 该 从 
书 的 编辑 还 简短 引用 了 G. K. Chesterton 的 小 说 和 R. Van Gulik 
W “ce E 2K AY GE SR” (The Chinese Maze Murders), 列 出 了 
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Eugene Wigner 的 一 篇 著名 论文 的 题目 ,末了 还 分 别 引用 了 
William Blake 和 J. L. Lagrange 的 名 言 . 

换 句 话说 ,该 丛书 编辑 无 非 是 以 此 说 明 , 这 个 领域 是 属于 他 
的 ,而 且 六 概 不 会 有 人 对 此 持 有 姑 议 . 他 指出 几何 不 等 式 对 几何 以 
及 除 传统 的 几何 以 外 的 领域 ,比如 复 函 数论 , 变 分 法 ,函数 空间 的 
骨 入 理论 ,以 及 更 一 般 地 ,在 若干 领域 ( 像 微分 方程 ) 中 作 先 验 佑 
计 , 都 有 重要 的 应 用 . 

在 以 a,b,c 为 边 的 任意 三 角形 中 ,有 不 等 式 

b+c>a,cta>b, atbh>c. 
这 一 组 基本 不 等 式 , 自 然 称 为 三 角形 不 等 式 . 似乎 在 欧 几 里 得 时 
代 , 而且 肯定 在 欧 几 里 得 之 前 ,正如 任何 愚人 都 懂得 去 寻找 干草 来 
使 火烧 得 更 旺 那 样 ,都 知道 任 两 点 之 间 的 最 短 距离 是 连接 它们 的 
直线 段 . 本 书 第 一 章 研究 满足 较 复 杂 条 件 下 三 角形 的 存在 性 . 开头 
是 涉及 外 接 圆 半 径 、 内 切 圆 半径 和 半 周 长 的 不 等 式 . RRB 
了 48 篇 参考 文献 . 这 些 文献 莫 定 了 全 书 的 风格 . 这 是 因为 在 正文 
中 作 了 必要 的 历史 评论 ,探讨 了 一 些 定理 之 间 的 联系 并 且 在 适当 
地方 给 出 了 简短 的 证 明 ,在 参考 文献 中 ,收集 了 从 Mobius 1852 年 
的 论文 到 现代 Paul Erd6s 的 论文 以 至 Murray Kiamkin 的 短文 . 

第 二 章 处 理 “ 几 何不 等 式 与 正 数 不 等 式 之 间 的 对 偶 性 ”, 第 三 
草 论 述 “ 齐 性 对 称 多 项 式 几 何不 等 式 ”, 第 四 章 研究 “各 种 三 角形 不 
等 式 和 带 (R,r,s) 的 三 角形 不 等 式 之 间 的 对 偶 性 ”,…… :总 之 ,与 
几何 有 关 的 不 等 式 的 方方面面 都 考虑 到 了 . 

1941 F. 我 在 索 斯 安 善 敦 躲避 空袭 时 ,用 铅笔 在 纸 上 心 不 在 
再 地 写 写 画 画 . 我 惊奇 地 发 现 ,无 论 将 一 个 给 定 的 三 角形 怎样 正 交 
投影 成 一 个 等 边 三 角形 , 总 可 推广 为 将 一 个 给 定 三 角形 正 交 投影 
成 一 个 具有 给 定形 状 的 三 角形 . 在 这 个 总 可 以 实现 的 证 明 中 ,我 发 
现 『 了 涉及 边 长 分 别 为 a,b,c H a,b ,ec' ,面积 分 别 为 A 和 A' 的 两 
个 三 角形 不 等 式 ，; 
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as(—a 十 6 十 c) 十 BCa —b? +c") +07 (a? +67? —c"") 
之 1644' , 仅 当 两 个 三 角形 相似 时 等 号 成 立 . 

我 认为 这 是 一 个 有 趣 的 不 等 式 , 这 个 一 般 的 不 等 式 还 局 发 我 
将 两 个 凸 区 域 的 混合 面积 同 它们 各 目的 面积 联系 起 来 . 我 试图 发 
表 这 个 不 等 式 , 然 而 牛津 的 某 些 人 却 以 正 交 投影 的 术语 相 混 而 拒 
绝 发 表 .. 已 故 的 伟大 几何 学 家 Beniamino Segre ,是 来 自 意大利 的 
难民 . 他 怀 着 抑郁 的 心情 ,日 封 为 “数学 荣誉 学 位 考试 ”的 资料 库 . 
( 真 奇 怪 , 那 个 时 代 的 采 誉 学 位 考试 葛 包 含 那么 多 优美 的 几何 ). 在 
英国 以 外 的 著名 几何 学 家 ,比如 Hadwiger, 只 不 过 对 单一 三 角形 
不 等 式 很 感 兴趣 ,因此 这 个 涉及 两 个 三 角形 的 不 等 式 , 如 果 不 是 被 
我 发 现 ,就 可 能 被 人 们 所 遗 扎 . 我 利用 了 另 一 种 不 包括 正 交 投影 的 
几何 方法 来 证 明 我 的 不 等 式 , 于 是 就 被 剑桥 哲学 会 会 报 作为 研究 
短文 接受 发 表 . 

一 位 19 世纪 的 几何 学 家 本 Neuberg 曾 发 现 过 这 个 不 等 式 , 并 
且 注 意 到 大 两 个 三 角形 相似 . 则 显然 等 号 成 立 , 但 没有 证 明 等 号 成 
立 也 可 推出 这 两 个 三 角形 相似 . 因此 ,这 个 定理 就 称 为 Neuberg 一 
Pedoe AX. 

近来 ,这 个 不 等 式 引 起 了 人 们 极 大 的 关注 . 中 国 大 陆 两 各 年 轻 
的 几何 学 家 已 经 将 这 个 不 等 式 推广 到 维 欧 氏 空 间 的 n 维 单 形 
上 .顺便 提 一 句 , 这 表明 所 谓 大 学 代数 是 不 应 忽视 的 . 我 们 所 评论 
的 这 本 书 有 一 节 关 于 Neuberg 一 Pedoe 不 等 式 和 Oppenheim 不 等 
式 , 占 了 15 页 篇 幅 , 列 出 了 38 篇 参考 文献 . 

最 后 一 章 是 E 中 的 不 等 式 , 占 了 100 页 篇 幅 , 末尾 列 出 了 
129 篇 参考 文献 . 而 前 几 章 所 考 虚 的 不 等 式 是 关于 四 边 形 、 多 边 
AM ABH. 以 及 某 些 特殊 不 等 式 . 当然 ,还 考虑 了 等 周 不 等 
式 . 许多 参考 文献 可 追溯 到 19 世纪 ,然而 引起 我 特别 注意 的 只 有 
-一 篇， 

S. A. J. Lhuilier;De relatione mutua capatitatis et 
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terminorum figurarum, geometrice considerata; seu de maximis 
et minimis , Varsaviae , 1782. 

我 在 1941 年 所 得 到 的 那个 结果 ,即将 一 个 给 定 三 角形 正 交 投 
影 成 一 个 具有 给 定形 状 的 三 角形 ,当然 就 是 Lhuilier 定理 . 这 个 定 
理 是 说 ,一 个 三 楼 柱 可 以 被 一 个 适当 的 平面 切 成 一 个 任意 给 定形 
状 的 三 角形 . 前 提 是 得 承认 “ 齐 次 坐标 和 Lhuilier 定理 ”(“Crux 
Math. ”1983 年 第 九 卷 ,160 一 165 页 ), 这 也 是 对 Dieudonne 的 挑 
战 “ 究 况 谁 还 在 使 用 齐 次 坐标 ?” 的 回答 . 

唯 恕 有 人 认为 ,这 本 名 著 对 于 一 般 读者 是 太 高 深 了 ,作者 们 强 
再 他 们 的 书 打 算 供 广泛 的 读者 使 用 , 既 照 顾 到 高 中 学 生 、 大 学 生 ， 
也 可 供 大 学 教授 使 用 ,为 了 说 明 本 书 人 名 索引 的 广泛 性 ,下 面 列 出 
的 名 字 是 我 本 人 所 认识 或 通过 通信 所 知道 的 . 

A. Oppenheim 先生 曾 委派 我 去 新 加 坡 大 学 任教 . 他 是 一 位 为 
联邦 教育 服务 的 昧 士 . 特别 是 当 新 加 坡 被 日 本 军队 所 占领 时 ,还 奔 
波 于 战俘 集中 营 大 学 . Hidetosi Fukagawa 在 他 后 四 十 年 生涯 中 是 
一 名 日 本 启 级 中 学 教师 . 在 写作 “日 本 神殿 几何 问题 *(1991 年 4 
月 的 美国 数学 月 刊 曾 加 以 评论 过 ) 时 ,我 与 他 合作 达 六 年 之 久 . 这 
ABF 18 和 19 世纪 日 本 的 几何 爱好 者 的 研究 成 果 . 这 些 来 
目 日 本 社会 各 阶层 的 几何 爱好 者 将 他 们 所 得 到 的 定理 写 在 木 块 
上 ,然后 将 它们 挂 在 神 合 和 神 帮 旁 边 . George Tsintsifas 是 希腊 萨 
洛 尼 卡 一 所 私立 高 级 中 学 校长 . Walther Janous 在 奥地利 因 斯 布 
56 Ursuline 女 修道 会 办 的 学 校 任教 . 

在 保加利亚 索非亚 ,Jordan Tabov 在 学 生 时 代 就 在 多 次 数学 
部 赛 中 出 了 名 ,他 的 妻子 也 是 数学 家 . 杨 路 和 张 景 中 是 前 面 提 到 的 
那 两 位 年 轻 的 中 国 大 陆 几 何 学 家 . 他 们 利用 计算 机 和 多 项 式 的 
Hilbert 定理 来 证 明善 名 的 新 定理 ,可 以 称 之 为 中 国 几 何 的 a 和 
w. 他 们 的 结果 首先 发 表 在 “Crux Math. ”杂志 上 ,这 些 只 利用 一 只 
“ 生 锈 ”圆规 ( 即 半径 固定 不 变 的 圆规 ) 作 图 的 潜力 使 人 大 为 惊奇 . 
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看 来 中 国 大 陆 的 几何 幸免 于 “文化 ? 草 傅 .Murray Klamkin ZEF 
福特 汽车 公司 ,再 次 成 为 一 名 大 学 教授 并 且 大 量 收集 和 解决 问题 ， 
J. F. Rigby 是 一 位 英国 大 学 教师 ,而 且 是 英国 领头 的 几何 学 家 之 
一 , Donald Coxeter 多 年 住 在 如 拿 大 ,人 们 称 他 为 上 兄 何 的 G.O.M 
(Great Old Man 的 缩写 , 意 为 全 大 的 老人 一 一 译注 ). Roland 
Eddy 来 自 纽 芬兰 St. John 大 学 , 兽 受 到 他 的 导师 W. J. Blundon 
教授 的 鼓励 . 这 表明 W. J. Blundon 教授 的 远见 卓识 ,而 在 本 书 中 ， 
W. J. Blundon 教授 本 人 对 玫 何 的 研究 也 颇具 特色 . Jordi Dou 是 
一 位 住 在 巴塞 罗 那 退休 的 建筑 大 师 ,几何 是 他 的 本 能 . K A 
数学 家 Bernhard Neumann 多 年 生活 在 澳大利亚 ,他 和 他 的 妻子 
Hannah 的 论文 选集 恰好 与 我 和 Fukagawa 合 写 的 书 被 同一 个 出 
版 社 出 版 . YEE I. M. Jaglon 因 他 的 几 本 译 自 俄 文 的 几何 书 , 而 一 - 
AE WK 4. T. J. Fletcher 几 年 前 曾 任 政府 的 贵族 学 校 督 导 员 ,她 写 过 
几 本 优秀 的 教科 书 而 且 倡 导 拍 摄 几 何 题材 的 影片 . S. Iwata 是 日 
本 著名 的 “几何 百科 全 书 ” 的 编辑 ,还 是 参与 讨论 日 本 神殿 几何 问 
题 的 热心 之 士 . 我 的 合作 伙伴 Hidetosi Fukagawa 在 那儿 年 中 就 
gg Iwata APH Ri. V.C. linis # Fred Maskell 都 曾 是 “Crux 
Math. ” 末 志 著名 编辑 Léo Sauvé 时 期 的 强 有 力 的 支持 者 . 他 们 虽 
然 都 去 所 了 ,但 人 们 并 没有 志 记 他 们 , 曾 在 曼彻斯特 任 多 年 教授 的 
L. J. Mordell 的 数论 著作 到 现在 仍然 很 有 和 名. 

Dmitri Mavlo 用 熟练 的 瑞 文 从 葛 斯 科 给 Léo Sauvé 和 我 本 人 
曾 多 次 写 过 热情 活 汐 的 信 . 在 这 些 信 中 附 过 照片 ,邀请 我 们 去 苏联 
旅行 ,为 “Crux Math. ”杂志 提供 带 启发 性 问题 , 现在 他 已 不 再 来 
信 , 因 为 在 他 最 后 一 封 来 信 中 曾 暗示 在 戈 尔 巴 乔 夫 时 代 以 前 , 碰 到 
社会 制度 方面 的 肪 烦 . Leon Bankoff 是 洛杉矶 的 一 名 牙科 医生 ， 
然 丽 多 年 来 他 却 以 几何 方面 漂亮 的 工作 令 人 刮目相看 . Bob 
Osserman 是 一 位 杰出 的 几何 学 家 ,他 的 论文 “ 八 十 年 代 的 曲率 ” 
是 “美国 数学 月 刊 ”1990 年 10 月 号 几何 专辑 中 六 篇 文章 之 一 . Van 
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der Waerden ,人 们 大 概 还 记得 他 那 本 写 得 极 好 的 “近世 代数 ”, (该 
书 原先 在 德国 出 版 ), 他 接着 又 以 深厚 的 功底 写作 难度 很 大 的 “ 代 
数 几 何 ” 并 以 系列 论文 的 形式 在 “数学 年 刊 ?>Math. Ann. ) 上 发 
表 . 当然 ,举世 闻名 的 Paul Erd6s 在 很 多 方面 都 是 首屈一指 的 ， 

最 后 一 点 但 并 不 是 最 不 重要 的 ,J C. (Chris. ) Fisher, D. 
Ruoff 和 J. Shilleto 都 是 北美 新 涌现 出 的 活跃 的 区 何 学 家 ,他 们 居 
快 地 合作 研究 ,联名 发 表 文 章 . 

很 明显 ,我 们 所 评论 的 这 部 巨著 在 今后 十 年 内 将 会 再 版 ,所 列 
的 名 单 就 会 按 指数 增长 . 本 书 作 者 们 真 减 欢迎 评论 和 指正 ,就 我 与 
一 位 合 闭 背 写 过 两 本 书 的 体会 , 真 不 敢 想 象 这 三 位 作者 在 合作 写 
作 这 本 书 时 的 那些 后 勤 工 作 . 或 许 像 制作 某 些 电影 那样 ,能 有 一 本 
书 讲 - 一 讲 如 何 写作 这 本 书 . 一 方面 ,我 觉得 这 大 概 是 最 近 十 年 中 最 
激动 人 心 的 一 本 书 , 同 时 也 在 数学 发 现 的 乐趣 中 树立 了 合作 的 典 
范 , 而 这 些 都 是 人 们 所 梦 继 以 求 的 . 很 可 能 召开 的 国际 不 等 式 会 
议 ,将 是 当代 比较 重要 的 文化 事件 , 然而 ,在 最 近 的 将 来 ,本 书 应 该 
收藏 在 每 所 大 学 和 学 院 的 图 书馆 ,收藏 在 每 所 中 学 的 图 书馆 ,这 对 
改进 数学 教学 是 有 冀 的 . 

TEESE Æx K The American Mathematical Monthly, 98(1991) 
977 — 980. 原文 无 标题 ,译文 标题 为 译 者 所 加 . 所 评论 的 本 书 原名 是 :Recent 


Advances in Geometric Inequalities, By D. S. Mitrinovic,J. E. Peéaric and V. 
Volonec, Kluwer Academic Publishers , Dordrecht/Boston London, 1989, xix 
+ 710PP. Æ 45 6 HB PEAS CL fey AR SEA A aE Fe) BR RE. de A h A 
tE 1995 年 出 版 , OPS a $b wet CD YL T° BR Se aR) CBT 1991 年 第 2 期 ， 
79 14b. 

(湖南 师范 大 学 匡 继 昌 译 ) 
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编 后 记 


诚 如 蒋 声 教授 在 本 书 序言 中 所 述 ,初等 数学 研究 ,是 现代 数学 
各 个 分 文 的 生长 点 ,也 是 现代 数学 传播 的 窗口 ; 另 一 方面 ,初等 数 
学 全 客 是 提高 教师 水 平 的 切实 可 行 的 途径 ,也 是 促使 他 们 热爱 数 
学 教育 事业 的 有 效 方式 .因而 ,当今 世界 各 国有 很 多 以 初等 数学 研 
究 为 主 的 刊物 ,如 罗马 尼 亚 《 数 学 杂志 》(Gaz. Math. ) ,德国 (初等 
数学 》(Elem. Math. ) , 加拿大 《数学 难题 》(Crux Math. ) 及 《美国 
数学 月 刊 》(Amer. Math. Monthly) 等 . 

近年 来 ,国内 初等 数学 研究 热潮 的 兴起 ,似乎 与 莲 勃 开展 的 数 
学 膏 赛 活动 直接 相关 :80 年 代 初 ,大 量 结论 新 颖 .解法 别致 的 赛 题 
被 介绍 到 国内 ,引起 了 人 们 强烈 的 好 奇 心 ; 对 赛 题 背景 的 探讨 、 结 
论 的 引申 一 时 成 为 风尚 ,并 由 此 与 国外 的 研究 接轨 ,进入 初等 数学 
HY Ai tir. 初等 数学 研究 又 由 于 其 自身 的 特点 (如 问题 的 来 龙 去 脉 及 
结 采 的 优先 权 等 ), 已 逐渐 从 数学 竞赛 的 活动 中 独立 出 来 . 90 年 代 
初 , 湖 阔 、 福 建 . 陕 西 等 省 市 专门 成 立 了 初等 数学 研究 学 会 ,华中 师 
大 等 高 师 院 校 也 相继 开设 了 现代 初 数 研 究 的 课程 ;全 国 初 数 研究 
区 流 会 先后 在 天 津 \ 长 沙 召 开 了 两 次 . 1992 年 出 版 的 《初等 数学 研 
完 论 文选 % 上 海 教育 出 版 社 ) 与 (中国 初等 数学 研究 :1978 一 1988 》 
(科技 文献 出 版 社 ) ,及 时 地 回顾 与 总 结 了 这 十 几 年 来 的 成 果 . 1993 
年 秋 , 国 内 一 些 数学 编辑 聚会 武汉 , 深 深 感 到 “有 些 数学 教师 ,在 一 
责 时 间 、 二 缺 资料 三 缺 学 术 风 气 的 环境 里 ,依然 从 事 初 等 数学 研 
究 , 作 出 了 了 可喜 的 成 绩 . 他 们 的 精神 令 人 敬佩 ,然而 他 们 的 成 果 却 
难以 获得 应 有 的 承认 . ”希望 能 广 开 园 地 ,组 织 各 方面 的 专家 审理 
稿件 ,并 撰写 引导 性 的 文章 ,以 反映 初等 数学 前 沿 . 这 就 是 本 书 的 
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起 源 ， 

本 书 的 五 十 余 篇 文章 ,以 初等 数学 研究 论文 及 短文 集锦 为 主 ， 
也 包含 了 初 数 研究 讲座 、 翻 译 报 告 、 未 解决 的 问题 及 治学 方法 、 现 
代数 学 介绍 .当代 数学 史话 、 人 物 传记 、 翻 至 新 书评 介 等 方面 的 题 
材 . 其 中 ,有 不 少 文章 是 作者 们 见 了 《数学 通讯 31994 年 第 4 期 上 
的 征稿 局 事后 投 来 的 . 由 于 初等 数学 的 历史 悠 人 ,文献 又 散落 无 
边 , 审 稿 是 一 项 十 分 艰难 的 任务 . 尽管 编者 们 尽 了 很 大 的 努力 ,并 
征询 了 单 坪 教 授 、 王 文才 副 编审 等 同行 专家 的 意见 ,但 不 当 之 处 在 
所 难免 . 在 第 一 辑 出 版 之 后 ,我 们 热忱 希望 广大 读者 提出 批评 与 建 
以 ,以 利于 第 二 辑 的 改进 与 提高 . 


王 巧 林 K 计 PT Pe 
一 九 九 四 年 十 二 月 于 守 波 大 学 
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